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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή διερευνώνται η θεωρητική και η κανονιστική µέθοδος υπολογισµού 
όσον αφορά στο κρίσιµο φορτίο λυγισµού του άνω θλιβόµενου πέλµατος χαλύβδινων 
γεφυρών µε δικτυωτές κύριες δοκούς. Το φαινόµενο πλευρικής αστάθειας του άνω 
πέλµατος εµφανίζεται κυρίως σε γέφυρες κάτω διάβασης λόγω απουσίας πλευρικής 
εξασφάλισης. Η θεωρητική αντιµετώπιση του προβλήµατος κατά Timoshenko, την οποία 
ακολουθούν και οι σχετικές διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 – Μέρος 2, βασίζεται στη 
θεώρηση µιας αµφιαρθρωτής δοκού επί συνεχούς ελαστικού εδάφους υπό εσωτερική 
θλιπτική δύναµη µε παραβολική κατανοµή. Η θεώρηση αυτή αποτελεί µια προσέγγιση 
τόσον όσον αφορά την εντατική κατάσταση που αναπτύσσεται στο άνω θλιβόµενο πέλµα 
δικτυωτών γεφυρών µε ικανό αριθµό φατνωµάτων, όσο και του συστήµατος ορθοστατών-
διαδοκίδων που δρα ως ελαστικές στηρίξεις ανά αποστάσεις. Στην παρούσα εργασία 
υπολογίζονται τα κρίσιµα φορτία λυγισµού του άνω πέλµατος θεωρούµενου ως συνεχούς 
ράβδου µε κλιµακωτή εσωτερική αξονική δύναµη επί ισαπεχόντων ελαστικών στηρίξεων 
που προσοµοιάζουν τις δυσκαµψίες των ηµιπλαισίων ορθοστατών-διαδοκίδων και 
συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα προσεγγιστικά κατά Timoshenko και Ευρωκώδικα 3. 
Εξάγονται χρήσιµα συµπεράσµατα για το σχεδιασµό χαλύβδινων γεφυρών µε δικτυωτές 
κύριες δοκούς έναντι πλευρικού λυγισµού. 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Το πρόβληµα του υπολογισµού του κρίσιµου φορτίου του άνω θλιβοµένου πέλµατος 
δικτυωτών χαλύβδινων γεφυρών µελετήθηκε στη γενική του µορφή από πολλούς 
ερευνητές (Timoshenko [1], B1eich [2]) µε εφαρµογή της γραµµικής θεωρίας ευστάθειας 
και διατυπώθηκαν διάφορες προσεγγιστικές µέθοδοι υπολογισµού. Ο σχετικός έλεγχος 
ευστάθειας καθίσταται αναγκαίος σε δικτυωτές γέφυρες κάτω διάβασης λόγω απουσίας 
πλευρικής εξασφάλισης του άνω πέλµατος. Στις δικτυωτές γέφυρες κάτω διάβασης, όπου 
τα θλιβόµενα άνω πέλµατα δεν διαθέτουν κάποιο σύνδεσµο δυσκαµψίας, εξασφαλίζονται 
έναντι πλευρικής εκτροπής (κάθετα προς το επίπεδο των κυρίων δοκών) µέσω των 
συστηµάτων ανοικτών ανεστραµµένων πλαισίων που αποτελούνται από τη διαδοκίδα και 
τους αντίστοιχους ορθοστάτες. Τα πλαίσια αυτά, τοποθετούνται ανά ίσες αποστάσεις κατά 
µήκος της γέφυρας (στις θέσεις των διαδοκίδων) και εξασφαλίζουν λόγω της δυσκαµψίας 
τους µια πλευρική ελαστική στήριξη στα άνω πέλµατα των κυρίων δοκών, µειώνοντας 
έτσι τον κίνδυνο πλευρικού λυγισµού. Στην πράξη θεωρούµε λόγω συµµετρίας το µισό 
πλαίσιο και το αντίστοιχο θλιβόµενο πέλµα της κύριας δοκού. Για να θεωρηθεί επαρκής η 
ασφάλεια του άνω θλιβοµένου πέλµατος έναντι λυγισµού πρέπει η δυσκαµψία των 
ηµιπλαισίων να είναι µεγαλύτερη από κάποιο ελάχιστο όριο. Τα ενδιάµεσα πλαίσια 
µορφώνονται µε τις ίδιες διατοµές, εκτός από τα δύο ακραία που είναι συνήθως πιο 
δύσκαµπτα. Όταν τα εγκάρσια ηµιπλαίσια έχουν σχετικά µικρή δυσκαµψία, το άνω 
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θλιβόµενο πέλµα λυγίζει κατά ένα ηµικύµα µήκους L διότι τα πλαίσια δεν επαρκούν να το 
συγκρατήσουν πλευρικά, ενώ όταν τα ηµιπλαίσια έχουν µεγάλη δυσκαµψία, το άνω πέλµα 
λυγίζει κατά ηµικύµατα µε µήκος ίσο µε την απόσταση µεταξύ των διαδοκίδων. Αυτά 
αποτελούν τις δύο ακραίες περιπτώσεις λυγισµού άνω θλιβόµενου πέλµατος, ενώ 
υπάρχουν και ενδιάµεσες όπου ο λυγισµός γίνεται κατά ηµικύµατα ενδιάµεσου µήκους και 
το αντίστοιχο κρίσιµο φορτίο βρίσκεται ανάµεσα στα δύο αυτά όρια. Τα παραπάνω 
ισχύουν για την περίπτωση όπου το άνω θλιβόµενο πέλµα έχει καθ' όλο το µήκος του 
σταθερό εµβαδόν και σταθερή αξονική θλιπτική δύναµη και συγχρόνως τα ακραία 
ηµιπλαίσια θεωρούνται πλήρως άκαµπτα. Στην πράξη όµως, η µεν αξονική δύναµη είναι 
συνήθως κλιµακωτής µορφής, ανάλογα µε τον αριθµό των φατνωµάτων, ενώ το εµβαδόν 
δεν είναι συνήθως σταθερό σε όλο το µήκος του άνω πέλµατος. Επιπροσθέτως, τα ακραία 
ηµιπλαίσια ενδέχεται να µην µπορούν να θεωρηθούν πλήρως άκαµπτα. Στο Σχήµα 1 
φαίνεται µία δικτυωτή γέφυρα κάτω διάβασης και το αντίστοιχο ηµιπλαίσιο που 
εξασφαλίζει εγκάρσια στήριξη στο άνω πέλµα.  

 
Σχ. 1 ∆ικτυωτή γέφυρα κάτω διάβασης και εγκάρσιο ηµιπλαίσιο 

 
2. ΑΝΑΛΥΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 
Ας θεωρήσουµε την αµφιαρθρωτή δοκό ΑΒ µε πρισµατική διατοµή που φορτίζεται µε ένα 
αξονικό θλιπτικό φορτίο qx όπως φαίνεται στο Σχήµα 2. Το αξονικό φορτίο qx προκαλεί 
εσωτερική αξονική δύναµη Nx παραβολικής µορφής. Η κατανοµή αυτή της αξονικής 
καταπόνησης των ράβδων του άνω πέλµατος ενός δικτυώµατος προσεγγίζει αρκετά καλά 
την πραγµατική εντατική κατάσταση στην περίπτωση που τα φατνώµατα είναι πολλά, ενώ 
στην πραγµατικότητα έχει κλιµακωτή µορφή. Η πλευρική ελαστική στήριξη της δοκού 
θεωρείται συνεχής, µε δείκτη ελαστικής σταθεράς c=Cd/ l , όπου Cd είναι η δυσκαµψία των 
ενδιάµεσων ηµιπλαισίων και l  οι µεταξύ τους αποστάσεις. Η παραδοχή αυτή είναι 
ακριβέστερη, όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των ενδιάµεσων στηρίξεων (ή 
ηµιπλαισίων) της δοκού. Ο Timoshenko παρουσίασε τη µελέτη της δοκού αυτής [1] όπου 
ο υπολογισµός του κρίσιµου φορτίου λυγισµού έγινε µε βάση την ενεργειακή µέθοδο. Το 
κρίσιµο φορτίο λυγισµού της δοκού δίδεται από τη σχέση: 
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όπου q0L/4 είναι η θλιπτική δύναµη στο µέσον της δοκού, β είναι ο συντελεστής 
ισοδύναµου µήκους λυγισµού και c είναι η κατανεµηµένη εγκάρσια δυσκαµψία. 
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Σχ. 2 Αµφιαρθρωτή θλιβόµενη ράβδος µε πλευρική ελαστική στήριξη 

 
Ο συντελεστής ισοδύναµου µήκους λυγισµού β λαµβάνεται για πρακτικούς λόγους από 
τον Πίνακα 1 συναρτήσει της αδιάστατης ποσότητας Ψ=cL4/16EΙz. Για µία δοκό µε 
σταθερή διατοµή που υπόκειται σε σταθερή θλιπτική δύναµη καθ' όλο το µήκος της ενώ 
στηρίζεται πλευρικά σε n-1 ενδιάµεσες ισαπέχουσες ελαστικές στηρίξεις µε δείκτη Cd, 
αποδεικνύεται ότι η δοκός αρχίζει να συµπεριφέρεται ως συνεχής επί ανυποχώρητων 
στηρίξεων, όταν ο δείκτης Cd αποκτήσει τιµές που δίνονται από τη σχέση: 
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όπου n = ο αριθµός των φατνωµάτων, EΙz = η εγκάρσια καµπτική δυσκαµψία του άνω 
πέλµατος, γ = συντελεστής εξαρτώµενος από τον n και L/n = το µήκος κάθε φατνώµατος. 
 
Πίνακας 1. Τιµές του συντελεστού β για την φόρτιση του Σχ. 2 και σταθερή διατοµή 
Ψ 0 5 10 15 22.8 56.5 100 162.8 200 300 500 1000 

β 0.696 0.524 0.443 0.396 0.363 0.324 0.290 0.259 0.246 0.225 0.204 0.174 

 
Πίνακας 2. Τιµές του συντελεστού γ για σταθερή αξονική δύναµη και σταθερή διατοµή 

n 2 3 4 5 6 7 9 11 ∞ 

γ 0.500 0.333 0.293 0.276 0.268 0.263 0.258 0.255 0.250 

 
Ο υπολογισµός του δείκτη δυσκαµψίας Cd των άνω ανοικτών ηµιπλαισίων γίνεται µε βάση 
την σχέση 
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όπου Iv και Ιb είναι οι ροπές αδρανείας του ορθοστάτη και της διαδοκίδας, αντίστοιχα, και 
οι αποστάσεις α, b και bq ορίζονται στο Σχήµα 1. Το κρίσιµο φορτίο λυγισµού Νcr για n 
ηµικύµατα είναι 

Ecr mNN =           (4) 

όπου ΝΕ είναι το φορτίο Euler για λυγισµό του άνω θλιβόµενου πέλµατος µε ένα ηµικύµα 
και m είναι ένας συντελεστής [3] που δίδεται από την ακόλουθη σχέση 
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Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµάνουµε ότι η λυγισµική συµπεριφορά µιας δοκού επί 
ελαστικού εδάφους τύπου Winkler υπό θλιπτικό φορτίο εξαρτάται σηµαντικά από την 
εγκάρσια δυσκαµψία c και τις συνοριακές συνθήκες και δεν προσοµοιάζει αυτήν µιας 
αµφιαρθρωτής δοκού. Σύµφωνα µε τους Bazant & Cedolin [4] το κρίσιµο µήκος 
ηµικύµατος (ισοδύναµο µήκος λυγισµού) δεν εξαρτάται από το συνολικό µήκος της δοκού 
αλλά κυρίως από την καµπτική δυσκαµψία ΕΙ και την τιµή της εγκάρσιας δυσκαµψίας c. 
Ως εκ τούτου, λυγισµός του άνω πέλµατος µε ένα µόνο ηµικύµα δεν είναι σίγουρο ότι θα 
συµβεί διότι συνήθως αντιστοιχεί σε φορτίο λυγισµού υψηλότερο του κρισίµου [5]. 
Καθίσταται λοιπόν αναγκαία µια αναλυτική διερεύνηση του φαινοµένου πλευρικού 
λυγισµού του άνω πέλµατος ανά περίπτωση. 
Στη συνέχεια θεωρούµε την στατική ισορροπία της δοκού του Σχήµατος 3, η οποία έχει n 
ανοίγµατα, αξονική δύναµη Ν(x) κλιµακωτής µορφής και στηρίζεται εγκάρσια σε 
µετατοπισιακά ελατήρια, τα ενδιάµεσα των οποίων έχουν σταθερά c και τα δύο ακραία 
έχουν σταθερά c0. Η διαφορική εξίσωση ισορροπίας που διέπει κάθε άνοιγµα i είναι 

iiiiiiiiiii DxCxkcosBxksinA)x(w +++=  (i=1,2,...n)   (6) 
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όπου Νi = η θλιπτική αξονική δύναµη κάθε ράβδου και ΕΙi = η καµπτική δυσκαµψία κάθε 
ράβδου. 
 

 
Σχ. 3 Μοντέλο δοκού άνω θλιβόµενου πέλµατος µε εγκάρσιες στηρίξεις 

 
Οι συντελεστές Ai, Bi, Ci και Di (i=1,2,...n) προσδιορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες 
του προβλήµατος, που για τα δύο άκρα της δοκού είναι οι ακόλουθες 
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ενώ για οποιονδήποτε ενδιάµεσο κόµβο i (i=2,..,n-1) είναι 
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και οι εκφράσεις της ροπής και της τέµνουσας για κάθε ράβδο είναι 
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Αντικαθιστώντας τις ανωτέρω εκφράσεις των βελών και των εντατικών µεγεθών στις 
συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος καταλήγουµε σε ένα οµογενές σύστηµα µε 
αγνώστους τους συντελεστές Ai, Bi, Ci και Di. Το σύστηµα αυτό για να έχει λύση 
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διαφορετική από την τετριµµένη πρέπει να µηδενίζεται η ορίζουσα των συντελεστών των 
αγνώστων. Πρόκειται δηλαδή για ένα πρόβληµα ιδιοτιµών. Ο µηδενισµός της ορίζουσας 
αντιστοιχεί στο κρίσιµο φορτίο λυγισµού του συστήµατος, το µικρότερο εκ των οποίων 
είναι αυτό που ενδιαφέρει από πρακτική άποψη. Στη συνέχεια, ορίζουµε τις ακόλουθες 
αδιάστατες ποσότητες 
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και επίσης τους λόγους δυσκαµψιών ri=ΕIi/ΕΙ1 και φορτίων λi=Ni/N1, όπου i=2,...,n.  
Αναπτύσσοντας την ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων για την απλή περίπτωση 
όπου η αξονική δύναµη και η δυσκαµψία είναι σταθερή στο άνω πέλµα (δηλ. ri=1 και λi=1 
για κάθε i), έχοµε 
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όπου i = ο αριθµός των ενδιάµεσων στηρίξεων και 2k =Ν/ΕΙ . 
 
3. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
Έστω η δικτυωτή πεζογέφυρα κάτω διάβασης µε πλάτος καταστρώµατος 10.0m και την 
γεωµετρία που φαίνεται στο Σχήµα 4. Το φορτίο σχεδιασµού ανά δικτύωµα είναι 
qsd=55.5kN/m. Θα προσδιοριστεί το κρίσιµο φορτίο λυγισµού του άνω θλιβοµένου 
πέλµατος σύµφωνα µε τον EC3 - Μέρος 2, την θεωρητική µέθοδο Timoshenko και την 
αναλυτική µέθοδο που παρουσιάζεται εδώ. Τα ακραία εγκάρσια ηµιπλαίσια θεωρούνται 
άκαµπτα. Η διατοµή των ράβδων του θλιβόµενου πέλµατος είναι σταθερή. 
 

 
Σχ. 4 ∆ικτυωτή πεζογέφυρα κάτω διάβασης µε 6 φατνώµατα 
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Υπολογίζονται πρώτα οι αξονικές δυνάµεις στις ράβδους του άνω πέλµατος που είναι 
N1=555kN, N2=888kN και N3=999kN. Ακολούθως προσδιορίζεται η δυσκαµψία Cd κάθε 
ηµιπλαισίου από την εξ(3) 
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και η κατανεµηµένη δυσκαµψία c=Cd/ l =11.93/400=0.03kN/cm2. Στη συνέχεια, κατά EC3 
προσδιορίζεται ο συντελεστής γ=cL4/EΙz=0.03x24004/21000x50990=929.5 από τον οποίο 
βρίσκουµε m=2√γ/π2=6.18 και τελικά ΝΕ=π

2ΕΙz/L
2=1835kN και Ncr=mNE=6.18x1835 

=11340kN. 
Κατά Timoshenko, προσδιορίζουµε τον αδιάστατο συντελεστή Ψ=cL4/16EΙz= 0.03x24004/ 
16x21000x50990=58.09 και από τον Πίνακα 1 λαµβάνουµε β=0.323. Συνεπώς, το κρίσιµο 
φορτίο είναι Νcr=π

2ΕΙz/(βL)2 =17586kN. 
Με βάση την αναλυτική µέθοδο, και θεωρώντας επίσης σταθερή αξονική Ν=999kN στις 
ράβδους του άνω πέλµατος προσδιορίζουµε β=2.38 και συνεπώς το κρίσιµο φορτίο είναι 
Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =11660kN. Στην περίπτωση που η αξονική δύναµη θεωρηθεί κλιµακωτή 
µε N1=555kN, N2=888kN και N3=999kN θα έχοµε β=2.20 και συνεπώς το κρίσιµο φορτίο 
είναι Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =13650kN. 
Τέλος, εάν θεωρήσουµε ότι τα ακραία ηµιπλαίσια έχουν δυσκαµψία διπλάσια των 
ενδιαµέσων (c0=2c) βρίσκουµε β=2.51 και άρα Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =10480kN. Το κρίσιµο 
φορτίο λυγισµού είναι στην περίπτωση αυτή µικρότερο από προηγουµένως διότι τα 
ακραία ηµιπλαίσια ενδίδουν µετέχοντας στο λυγισµό της άνω θλιβόµενης ράβδου και 
αυξάνοντας έτσι το µήκος λυγισµού. 
Στη συνέχεια θεωρούµε την ως άνω γέφυρα µε τις ίδιες διατοµές, αλλά µε 4 φατνώµατα 
( l =6.00m) όπως φαίνεται στο Σχήµα 5. Υπολογίζονται οι αξονικές δράσεις στις ράβδους 
του άνω πέλµατος που είναι N1=416.25kN και N2=999kN. Στη συνέχεια, προσδιορίζεται 
ξανά η κατανεµηµένη δυσκαµψία c=Cd/ l =11.93/600=0.02kN/cm2 και ο συντελεστής 
γ=cL4/EΙz=0.02x24004/21000x50990=619.5 µε βάση τον οποίο υπολογίζουµε το 
m=2√γ/π2=5.04 και τελικά το κρίσιµο φορτίο Ncr=mNE=5.04x1835 =9250kN. 
  

 
Σχ. 5 ∆ικτυωτή πεζογέφυρα κάτω διάβασης µε 4 φατνώµατα 

 
Κατά Timoshenko προσδιορίζουµε τον αδιάστατο συντελεστή Ψ=cL4/16EΙz= 0.02x24004/ 
16x21000x50990=38.72 και από τον Πίνακα 1 έχοµε β=0.3445. Άρα το κρίσιµο φορτίο 
είναι Νcr=π

2ΕΙz/(βL)2 =15460kN. 
Με βάση την αναλυτική µέθοδο, και θεωρώντας επίσης σταθερή αξονική Ν=999kN στις 
ράβδους του άνω πέλµατος προσδιορίζουµε β=2.37 και συνεπώς το κρίσιµο φορτίο είναι 
Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =5225kN. Στην περίπτωση που η αξονική δύναµη θεωρηθεί κλιµακωτή µε 
N1=416.25kN και N2=999kN θα έχοµε β=1.774 και συνεπώς το κρίσιµο φορτίο είναι 
Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =9330kN. 



 

 326 

Τέλος, εάν θεωρήσουµε ότι τα ακραία ηµιπλαίσια έχουν πάλι δυσκαµψία διπλάσια των 
ενδιαµέσων βρίσκουµε β=2.765 και άρα Νcr=π

2ΕΙz/(β l )2 =3840kN. Το κρίσιµο φορτίο 
λυγισµού είναι στην περίπτωση αυτή αρκετά µικρότερο απ΄ ότι προηγουµένως. 
 
4.  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Από τις αναλύσεις που έγιναν µε βάση την κανονιστική και τις θεωρητικές µεθόδους 
µπορούν να εξαχθούν τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 
– Η θεώρηση της δυσκαµψίας που προσφέρουν τα εγκάρσια ηµιπλαίσια ως 

κατανεµηµένης είναι ανακριβής για µικρό αριθµό φατνωµάτων και πρέπει να γίνεται 
χρήση του αναλυτικού µοντέλου. Η επιρροή αυτή µειώνεται δραστικά σε δικτυώµατα 
µε µεγάλο αριθµό φατνωµάτων. 

– Η παραδοχή σταθερής αξονικής δύναµης σε όλο το άνω πέλµα είναι αρκετά 
συντηρητική, ειδικά στις περιπτώσεις δικτυωµάτων µε µεγάλο αριθµό φατνωµάτων, µε 
κύριο αποτέλεσµα την υπερδιαστασιολόγηση των διατοµών του άνω πέλµατος. 

– Η θεώρηση άκαµπτων ακραίων ηµιπλαισίων πρέπει να ελέγχεται ως προς την ορθότητά 
της διότι σε συνδυασµό µε σχετικά µικρό αριθµό φατνωµάτων ενδέχεται να οδηγήσει 
σε σηµαντική υπερεκτίµηση του κρίσιµου φορτίου πλευρικού λυγισµού και να αποβεί 
κατά της ασφαλείας. 

– Η χρήση της αναλυτικής µέθοδου προσδιορισµού του κρίσιµου φορτίου πλευρικού 
λυγισµού του άνω πέλµατος δικτυωτών γεφυρών που παρουσιάζεται εδώ είναι 
καθίσταται αναγκαία στις περιπτώσεις σχετικά µικρού αριθµού φατνωµάτων και 
σχετικά εύκαµπτων ακραίων ηµιπλαισίων. 
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SUMMARY 
In this work, the codes and theoretical method for determining the upper cord elastic 
critical loads of steel truss bridges are thoroughly investigated. An easy to employ 
analytical method for calculating the critical load is presented. Lateral buckling of upper 
cord may occur in truss bridges where the upper cord being under compression is not 
transversely supported. Eurocode 3 presents a procedure for determining the critical load 
based on Timoshenko’s theoretical approach by considering a simply supported continuous 
beam under parabolic-type compression resting on elastic foundation. The analytical 
approach presented herein is based on an exact solution of the actual problem without 
simplifications regarding the boundary conditions, the loading and the transverse support 
stiffness.  Useful results are obtained and the significance of the most important parameters 
involved in the design of upper cord of steel truss bridges under lateral buckling are 
highlighted. 
 

 


