
 

 482 

 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ ΤΟΠΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΕΝΤΑΣΗΣ ΣΕ 
ΧΑΛΥΒ∆ΙΝΑ ΕΛΑΣΜΑΤΑ ΛΟΓΩ ΑΝΗΡΤΗΜΕΝΩΝ ΦΟΡΤΙΩΝ 

 
Ιωάννης Γ. Ραυτογιάννης & Γεώργιος Θ. Μιχάλτσος 

Εργαστήριο Μεταλλικών Κατασκευών, Σχολή Πολιτικών Μηχανικών 
Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, Αθήνα 15780 

e-mail: rafto@central.ntua.gr, michalts@central.ntua.gr 
 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή διερευνάται µε τη µαθηµατική θεωρία ελαστικότητας η εντατική 
κατάσταση και η διαρροή χαλύβδινων ελασµάτων λόγω ανηρτηµένων φορτίων µέσω 
κοχλιωτής σύνδεσης. Το φαινόµενο αυτό απαντάται σε χαλύβδινα καταστρώµατα µε 
σύστηµα διαδοκίδων και κοχλιωτές συνδέσεις. Η τυχόν υποχώρηση µιας εκ των 
διαδοκίδων την καθιστά ανηρτηµένη µέσω της κοχλιωτής σύνδεσης στην πλάκα 
καταστρώµατος. Το πρόβληµα ουσιαστικά αντιµετωπίζεται ως κάµψη πλάκας υπό 
εγκάρσιο συγκεντρωµένο φορτίο που δρα τοπικά και οδηγεί ταχύτατα σε τοπική διαρροή 
µε ανακατανοµή των τάσεων στην πέριξ της κοχλιωτής σύνδεσης περιοχή. Η ανάλυση 
γίνεται βάσει µιας αντιπροσωπευτικής ζώνης για το σύστηµα πλάκας – κοχλιωτής 
σύνδεσης που προσοµοιάζει επαρκώς τις τοπικές επιδράσεις. Στα θεωρητικά 
αποτελέσµατα, που επαληθεύονται και αριθµητικά, η ανάλυση εµπεριέχει τόσο 
γεωµετρική µη-γραµµικότητα όσο και µη-γραµµικότητα υλικού. Εξετάζονται διάφορες 
περιπτώσεις γεωµετρικών παραµέτρων και βάσει των αποτελεσµάτων εξάγονται χρήσιµα 
συµπεράσµατα. 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Ένας πολύ κρίσιµος και επικίνδυνος µηχανισµός αστοχίας στις συνδέσεις χαλύβδινων 
µελών είναι αυτός που αντιστοιχεί στην εξόλκευση των κοχλιών από χαλύβδινες πλάκες. 
Παρά τη µεγάλη σηµασία αυτού του µηχανισµού αστοχίας, η διεθνής βιβλιογραφία σε 
αυτό το φαινόµενο είναι πολύ περιορισµένη. Προηγούµενες πειραµατικές και αναλυτικές 
εργασίες σχετικές µε το φαινόµενο αυτό [1,2] έχουν δείξει ότι οι µηχανισµοί αστοχίας 
εξαρτώνται κυρίως από το πάχος των πλακών. Λόγω της µεγάλης σηµασίας αυτού του 
προβλήµατος, έχουν γίνει κυρίως αριθµητικές αναλύσεις σε πλάκες µε κοχλιωτές 
συνδέσεις όπου το φαινόµενο εξόλκευσης του κοχλία είναι ο κύριος µηχανισµός αστοχίας.  
Αν και το πρόβληµα φαίνεται να είναι αρκετά απλό, δεν αποτελεί εντούτοις ένα κλασσικό 
πρόβληµα ανάλυσης. Οι κατασκευές ή τα µέλη των κατασκευών σχεδιάζονται συνήθως µε 
βάση την ελαστική ή ελαστο-πλαστική θεώρηση. Εντούτοις, ακόµη και στην περίπτωση 
της πλαστικής θεώρησης εξετάζεται µόνο η περιορισµένη πλαστική ικανότητα. Σε αυτήν 
την εργασία πραγµατοποιείται αναλυτική προσοµοίωση για τον εντοπισµό της πλήρους 
αστοχίας του υλικού. 
 
2. ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ 
Στην περίπτωση αυτή, το φαινόµενο εµφανίζεται λόγω υποχώρησης µιας στήριξης ή λόγω 
ανεµοπίεσης και χαρακτηρίζεται από τελική εξόλκευση του κοχλία που υποβάλλεται σε 
µια δύναµη F. Θεωρούµε ότι κάθε ένας κοχλίας επηρεάζει εντατικά µια ζώνη 2πα (η οποία 
και παραµορφώνεται) και συνεπώς, µπορούµε να µελετήσουµε το πρόβληµα ως κάµψη 
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µιας κυκλικής πλάκας πάχους t που είναι πακτωµένη στις παρειές της και στο κέντρο της 
έχει µια οπή ακτίνας b (βλ. Σχήµα 1). 
Η εξίσωση που διέπει το πρόβληµα κάµψης της πλάκας είναι [3] 
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όπου w(r,θ) είναι το βέλος της πλάκας, Q(r) είναι η τέµνουσα δύναµη στην πλάκα σε 
απόσταση r από το κέντρο της (εκφρασµένη σε δύναµη ανά µονάδα µήκους) και D είναι η 
καµπτική δυσκαµψία της πλάκας που δίδεται από τη σχέση 

)1(12

tE
D

2

3

ν−
=  

όπου Ε = το µέτρο ελαστικότητας και ν = ο λόγος του Poisson. 

 
Σχ. 1 Τοµή κυκλικού τµήµατος πλάκας µε οπή και εγκάρσια φόρτιση λόγω κοχλία 

 
Για µια κυκλική πλάκα που φορτίζεται συµµετρικά, η τέµνουσα δράση σε µια θέση r 
προσδιορίζεται διαιρώντας το κατανεµηµένο φορτίο P του κοχλία που δρα στην 
περιφέρεια της οπής 2πb δια της περιφέρειας 2πr στη θέση r. Συνεπώς, θα έχοµε 

r

b
P

r2

Pb2
)r(Q =

π

π

=          (2)  

Αντικαθιστώντας την τέµνουσα Q(r) από την εξ(2) στην εξ(1) έχοµε 
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και ολοκληρώνοντας δύο φορές παίρνουµε 
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Για τη ροπή κάµψεως Mr έχοµε 
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και αντικαθιστώντας την εξ(4) στην εξ(5) παίρνουµε 
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Σχ. 2 (α) Στοιχειώδες τµήµα πλάκας µε οπή και (β) εντατικά µεγέθη 

 
Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι 
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και αντικαθιστώντας τις εκφράσεις του βέλους w(r,θ) και της ροπής Mr καταλήγουµε στο 
ακόλουθο σύστηµα: 
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Επιλύοντας το παραπάνω σύστηµα, προσδιορίζονται οι σταθερές ολοκλήρωσης c1, c2 και 
c3 που είναι οι ακόλουθες 

 
 
 
 
 
(9) 

 
3. ΕΛΑΣΤΟΠΛΑΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ 
Στην περίπτωση αυτή, το υλικό είναι κρατυνόµενος χάλυβας και η σχέση τάσεων-
παραµορφώσεων µπορεί να περιγραφεί από τις σχέσεις: 
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όπου Α και Β είναι σταθερές που εξαρτώνται από την ποιότητα του υλικού. Επί 
παραδείγµατι, ο χάλυβας ποιότητας S355CM [4] έχει την ακόλουθη σχέση τάσεων 
παραµορφώσεων 
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Σχ. 3 ∆ιάγραµµα τάσεων – παραµορφώσεων κρατυνόµενου χάλυβα S355CM 

 
Επίσης, ορίζουµε ως κρίσιµο φορτίο Fcr το φορτίο που προκαλεί πλήρη πλαστικοποίηση 
της παρειάς της οπής και έχει ως συνέπεια την εξόλκευση του κοχλία διαµέσου αυτής. 
Υιοθετώντας την υπόθεση Bleich [5] για ανισότροπη συµπεριφορά πλακών στην 
ελαστοπλαστική περιοχή, ορίζουµε τον λόγο 
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όπου ψ είναι ο λόγος του εφαπτοµενικού µέτρου ελαστικότητας Et προς το µέτρο Ε του 
Young. Συνεπώς, η εξ(5) γίνεται 
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Όταν η παρειά της οπής έχει πλήρως πλαστικοποιηθεί, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την 
τιµή Et στο σηµείο Β (βλ. Σχήµα 3) που αντιστοιχεί στο ε=εf. Για παράδειγµα, ο χάλυβας 
ποιότητας S355CM έχει εf=0.002 και Et =0.765x106 dN/cm2. 
Θέτοντας 

prp M)b(M =           (13) 

µπορούµε να προσδιορίσουµε την κρίσιµη τιµή του φορτίου Fcr. Η ροπή Mp είναι η ροπή 
πλήρους πλαστικοποίησης της παρειάς της οπής που υπολογίζεται από τη σχέση 
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όπου σf = το όριο διαρροής. 
Ο προσδιορισµός της ακριβούς έκφρασης της παραµορφωµένης κατάστασης για φορτίο 
F<Fcr είναι εξαιρετικά δυσχερής. Μια ικανοποιητική προσέγγιση επιτυγχάνεται µέσω της 
χρήσης της µέσης τιµής του λόγου ψ µεταξύ των σηµείων Α και Β (βλ. Σχήµα 4). 
Έτσι, µε βάση το Σχήµα 5, έχουµε 
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Ο όρος ζ(r) που καθορίζει την ελαστική περιοχή της διατοµής δίδεται από την ακόλουθη 
σχέση 
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Το µήκος pl  που αφορά το πλαστικοποιηµένο τµήµα µπορεί να προσδιοριστεί από τις 

εκφράσεις των ροπών θέτοντας 
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όπου η Μr δίδεται από την εξ(5) και η Μe=σf t
2/6. Αν we είναι το βέλος της πλάκας στον 

άξονα 1-1 (για µήκος pl ) µπορούµε να προσδιορίσουµε το συνολικό βέλος από τη σχέση 
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όπου το βέλος we δίδεται από την εξ(4) και το βέλος wp από την εξ(13), αντίστοιχα. 

 
Σχ. 4 Τάσεις και παραµορφώσεις σε µερικώς πλαστικοποιηµένη διατοµή 

 
Σχ. 5 Ροπή κάµψεως και βέλος στην µερικώς πλαστικοποιηµένη ζώνη pl  της πλάκας 

 
4. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
Θεωρούµε για παράδειγµα µια κυκλική πλάκα από δοµικό χάλυβα S355MC µε διάµετρο 
1.00m και πάχος 0.6mm η οποία είναι πακτωµένη περιµετρικά. Το µέτρο ελαστικότητας 
του υλικού είναι Ε=2.1x108 kN/m2 και ο λόγος του Poisson είναι ν=0.30. Στο κέντρο της 
πλάκας τοποθετείται ένας κοχλίας διαµέτρου 8mm που φορτίζει εγκάρσια την πλάκα. 
Κατ΄ αρχάς εφαρµόζουµε φορτίο P=100N. Με βάση την ελαστική ανάλυση που 
παρουσιάστηκε στην παράγραφο 2 προσδιορίζεται το βέλος κάµψεως της πλάκας w(r,0) 
που φαίνεται στο Σχήµα 6, καθώς και το διάγραµµα της κατανεµηµένης ροπής Mr(r). 
Κατόπιν εφαρµόζουµε την πλαστική ανάλυση της παραγράφου 3. 
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Σχ. 6 Βέλος κάµψης w συναρτήσει της ακτίνας r 

 
Παρατηρούµε ότι η ροπή κάµψεως - Σχήµα 7(α) - αλλάζει πρόσηµο για ακτίνα r=220mm, 
ενώ κοντά στην οπή, η καµπυλότητα επίσης αλλάζει πρόσηµο λόγω προόδου της 
πλαστικής ζώνης. Το φαινόµενο πλήρους πλαστικοποίησης της περιµέτρου της οπής 
λαµβάνει χώρα για φορτίο P=240.72N, ενώ η περιοχή πλαστικοποίησης έχει ακτίνα 

pl =9.87cm όπως φαίνεται στο Σχήµα 7(β). 

 

    
Σχ. 7 (a) Ροπή κάµψης της πλάκας Mr συναρτήσει της ακτίνας r και (β) µεγέθυνση στη θέση 
της οπής 
 
 
5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Σε αυτή την εργασία επιχειρείται µια αναλυτική προσοµοίωση του φαινοµένου διάτρησης 
πλακών και εξόλκευσης κοχλιών. Αν και έχουν επιτευχθεί µερικά ενδιαφέροντα 
αποτελέσµατα (πχ. ο µηχανισµός αστοχίας προσοµοιώνεται µε ακρίβεια), οι τιµές 
φορτίου-µετατόπισης παρουσιάζουν εντούτοις µικρές αποκλίσεις από αντίστοιχες τιµές 
που προσδιορίστηκαν µε µοντέλα πεπερασµένων στοιχείων.  
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SUMMARY 
 
In this paper, an analytical study on local stress distribution and yielding in steel plates 
subjected to concentrated transverse loads caused by bolts is presented. Steel decks usually 
rest on a system of parallel girders with bolted connections. In the case of settlement of a 
beam, the steel deck resists through the bolted connection. The load is transversely applied 
to the deck through the bolt head or the bolt nut up to local yielding and failure. This paper 
is part of a research program on this field consisting by experimental and analytical 
investigation. The analysis is facilitated by considering a representative area of the deck, 
depending on the boundary conditions, capable of capturing the local stress distribution. 
The analytical method is employed by means of geometrical and material nonlinearity. 
Several case studies are presented for various geometrical parameters and useful results are 
obtained and discussed. The case studies presented herein are illustrated by means of 
several practical examples. 
 
 


