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1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ  
 
Η παρούσα εργασία αφορά στην οριακή ανάλυση µεταλλικών χωρικών πλαισίων υπό 
αβεβαιότητα της φόρτισης, η οποία προκαλείται από την συµπερίληψη πρόσθετων 
οριζοντίων φορτίων ορόφων που αντιστοιχούν στις ατέλειες συτήµατος. Τα ανωτέρω 
φορτία εισάγουν µια φορτιστική αβεβαιότητα καθόσον πρέπει να επιβληθούν µε τον 
δυσµενέστερο για τον φορέα τρόπο. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται ως αντίστοιχο 
πρόβληµα ανάλυσης προσαρµογής, που αποτελεί γενίκευση του προβλήµατος οριακής 
ανάλυσης. Στο πλαίσιο αυτό η αβεβαιότητα των οριζοντίων φορτίων ατελειών θεωρείται 
εναλλακτικά είτε ως α) ανεξάρτητη κατά τις δύο οριζόντιες κατευθύνσεις, οπότε η περιοχή 
αβεβαιότητας είναι ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (δυσµενής παραδοχή: µέγιστες 
ατέλειες συστήµατος ταυτόχρονα και ανεξάρτητα στις δύο οριζόντιες κατευθύνσεις) είτε 
ως β) σφαιρικώς συζευγµένη, δηλαδή η περιοχή αβεβαιότητας είναι ελλειψοειδής (ευµενής 
παραδοχή: µέγιστη ατέλεια στη µία οριζόντια κατεύθυνση αλλά µηδενική στην άλλη). 
Εισάγεται πολλαπλαστής της περιοχής αβεβαιότητας λ (ο οποίος κατά τον ΕC3 παίρνει 
την σταθερή τιµή 1/200), οπότε καθίσταται δυνατή η εκτέλεση παραµετρικών επιλύσεων 
και η µελέτη της ευασθησίας/στιβαρότητας του συντελεστή ασφάλειας σε πλαστική 
κατάρρρευση, όταν λαµβάνονται υπόψη οι ανωτέρω δύο τύποι αβεβαιότητας των 
οριζοντίων φορτίων ατελειών. Παρατίθεται  αριθµητικό παράδειγµα.  
 
 
2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η οριακή ανάλυση (limit analysis - LA) µεταλλικών πλαισίων αποτελεί δόκιµο τρόπο 
υπολογισµού της ασφάλειας του πλαισίου έναντι πλαστικής κατάρρευσης υπό δοσµένο 
σύστηµα φόρτισης, το οποίο αυξάνεται αναλογικά. Σύµφωνα µε τους κανονισµούς θα 
πρέπει να συµπεριληφθούν στους αντίστοιχους υπολογισµούς και οι ατέλειες συστήµατος, 
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οι οποίες συνήθως εισάγονται ως ισοδύναµα οριζόντια φορτία ορόφων. Κατά τον EC3 τα 
ανωτέρω ισοδύναµα φορτία ορόφων λαµβάνονται ίσα προς το λ = 1/200 των αντιστοίχων 
κατακορύφων. Η συµπερίληψη της επιρροής των ατελειών συστήµατος στο πρόβληµα της 
οριακής ανάλυσης εισάγει µια αβεβαιότητα των φορτίσεων, καθόσον οι ατέλειες αυτές 
πρέπει να επιβληθούν κατά την δυσµενέστερη για τον φορέα κατεύθυνση και συνδυασµό, 
ο οποίος όµως δεν είναι εξαρχής γνωστός, ιδιαίτερα αν ο φορέας παρουσιάζει µη-
κανονικότητες. Κατά συνέπεια, τίθεται το πρόβληµα της στιβαρότητας (robustness) της 
λύσης του προβλήµατος οριακής ανάλυσης ως προς την αβεβαιότητα της φόρτισης λόγω 
των ατελειών συστήµατος. 
 
Στα πλαίσια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων (FEM) η οριακή ανάλυση οδηγεί 
σε ένα πρόβληµα Yπολογιστικής Bελτιστοποίησης (Computational Optimization), το 
οποίο καθίσταται πρόβληµα µαθηµατικού Γραµµικού Προγραµµατισµού (Linear 
Programmming - LP), όταν τα κριτήρια διαρροής των ελεγχόµενων διατοµών (δηλαδή οι 
σχέσεις πλαστικής αλληλεπίδρασης Ν-Μy-Mz) λαµβάνονται γραµµικοποιηµένα (βλ. π.χ. 
[1-3]). Συνακόλουθα, η επίλυση του προβλήµατος της οριακής ανάλυσης γίνεται µε άµεση 
είτε έµµεση σύζευξη κατάλληλου λογισµικού FEM µε πρόσφορο λογισµικό LP. 
 
Το πρόβληµα της ανάλυσης προσαρµογής (shakedown analysis – SDA) αποτελεί ως 
γνωστόν γενίκευση του προβλήµατος LA και αποσκοπεί στον προσδιορισµό των 
περιθωρίων ασφαλείας έναντι πλαστικής κατάρρευσης όταν η φόρτιση µεταβάλλεται 
βραδέως (αγνοώντας δηλαδή δυναµικά φαινόµενα) εντός δοσµένων ορίων (βλ. π.χ. [2-4]). 
Σε πρόσφατη εργασία αποδείχθηκε πως το πρόβληµα της οριακής ανάλυσης υπό 
αβεβαιότητα της φόρτισης ανάγεται σε πρόβληµα ανάλυσης προσαρµογής (Shakedown 
Analysis – SDA), εφόσον αναζητείται το δυσµενέστερο σενάριο φόρτισης [5]. Στην 
κλασική ανάλυση SDA η περιοχή µεταβολής της φόρτισης λαµβάνεται πολυεδρική (µε 
γραµµικά σύνορα), όµως στην εργασία [5] λύθηκε και η περίπτωση περιοχών γενικής 
µορφής µε καµπύλα σύνορα, οπότε µπορεί να αποφευχθεί η πιθανή υπερσυντηρικότητα 
εξαιτίας της έλλειψης του κατάλληλου υπολογιστικού εργαλείου. Στην εργασία [6] 
µελετήθηκε η πλαστική στιβαρότητα στοιχείων αλουµινίου υπό επίπεδη ένταση µε  
αβεβαιότητα της φόρτισης. 
 
Στην παρούσα εργασία, η ανωτέρω προσέγγιση εφαρµόστηκε για την µελέτη της 
στιβαρότητας του συντελεστή ασφάλειας µεταλλικών χωρικών φορέων σε πλαστική 
κατάρρευση, όταν τα ισοδύναµα φορτία ατελειών συστήµατος θεωρούνται διατάραξη της 
κατακόρυφης φόρτισης, η οποία διατάραξη µπορεί να παίρνει τιµές µέσα σε δοσµένη 
περιοχή µορφής είτε ορθογώνιου παραλλεπιπέδου (box-shaped load domain) είτε µορφής 
έλλειψης. Η επιρροή του εύρους της διατάραξης καλύπτεται µε την εισαγωγή µεταβλητού 
συντελεστή λ (ο οποίος είναι ίσος προς 1/200 στο µοντέλο φόρτισης του EC3). Με τον 
τρόπο αυτό διατυπώνεται το µεθοδολογικό πλαίσιο εκτέλεσης καταλλήλων παραµετρικών 
αναλύσεων. Παρατίθεται αριθµητικό παράδειγµα διόροφου κτίριου µε εσοχή.  
 
 
3. ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗΣ  ΜΕ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΗ ΦΟΡΤΙΣΗ 
 
‘Εστω χωρικό µεταλλικό πλαίσιο Ω, διακριτοποιηµένο µε ΝU ελεύθερους βαθµούς 
ελευθερίας και ΝΕ στοιχεία ράβδου. Το κάθε στοιχείο ράβδου έχει NGE σηµεία Gauss 
(G.P.), οπότε το Ω έχει συνολικά NG = (NGE)(NE) τέτοια σηµεία. Στο j-σηµείο η ένταση 
ορίζεται από το τοπικό διάνυσµα sj = (Nx,Vy,Vz,Mt,My,Mz)

T, που πρέπει να ικανοποιεί το 
τοπικό κριτήριο διαρροής. Στην εργασία αυτή θεωρούµε γραµµικοποιηµένα κριτήρια:  
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Νj
Τsj ≤ κοj ,       j =1,...,NG     (1) 

  
Στο j-σηµείο Gauss ορίζονται το µητρώo νόµου υλικού Cj, ο συντελεστής αριθµητικής 
ολοκλήρωσης  wj και το µητρώο παραµορφώσεων - µετατοπίσεων Bj. Από τα δεδοµένα 
αυτά κατασκευάζεται το  µητρώο δυσκαµψίας Κ του µεταλλικού πλαίσιου Ω. Η ελαστική 
απόκριση του Ω υπό φόρτιση φ δίνεται από την: 
 

K u = φ,       sj
(el) = Cj Bj u,       j =1,...,NG     (2) 

 
Αν λ είναι παράµετρος µε δοσµένη τιµή, CM είναι δοσµένο κλειστό και φραγµένο σύνολο 
µικρής διάστασης ΝΜ και η φόρτιση φ επιτρέπεται να µεταβάλλεται κατά τυχαίο τρόπο 
εντός της συµπαγούς περιοχής: 
 

LV = {  φ ∈  RNU :   φ  =  φ(c)  +  φ (m),    φ (m)  = λ Φµ  ,       µ∈CM ⊂  RNM   } (3) 

 
τότε η (2) ορίζει την αντίστοιχη συµπαγή περιοχή εντός της οποίας µεταβάλλεται το sj

(el) :  
 

Vj  =  {  vj ∈  R6 :  v 
j  =  v j

 (c)  +  v j
 (m) ,     v j

 (m)  =  λV j µ ,    µ∈CM  } (4) 

 
Στην (3) το φ(c) αποτελεί το κεντρικό µέρος (central part) της φόρτισης ενώ το φ(m) 
αποτελεί την διατάραξη (perturbation part). Οι παράµετροι µ αποτελούν τους συντελεστές 
φόρτισης (load pattern multipliers) που αντιστοιχούν στις φορτίσεις-στήλες του Φ. 
Προφανώς, η παράµετρος λ αφορά συνολικά στο µέγεθος της διατάραξης.  
 
Το πρόβληµα της ελαστικής προσαρµογής του φορέα Ω προς την περιοχή φόρτισης LV 
δίνεται από το ακόλουθο πρόβληµα υπολογιστικής βελτιστοποίησης (βλ. πχ. [5]) µε 
αγνώστους τον συντελεστή ασφάλειας α και το αυτοϊσορροπούµενο εντατικό πεδίο  ρ:  
 

SDA: max α,  s.t.:                     
1

NG

j=
∑  wj Bj 

Τ
ρj = 0        (5a) 

  
Νj

Τ [α(v j
 (c) + λV j µ )+ ρj  ] ≤ κοj ,   ∀  µ∈CM  ,    j =1,...,NG (5b) 

 
Στην εργασία [5] αναπτύσσεται µέθοδος επίλυσης του ανωτέρω προβλήµατος SDA για 
διάφορους τύπους συνόλων CM . Όταν  LV = {φ (c)}, όταν δηλαδή η διατάραξη φ (m) και άρα 
και οι αντίστοιχες ελαστικές τάσεις vj

(m) 
είναι απούσες, το πρόβληµα µεταπίπτει στο 

γνωστό πρόβληµα οριακής ανάλυσης:  
 

LA: max α s.t. :            
1

NG

j=
∑  wj Bj 

Τ
ρj = 0        

 
(6a) 

            Νj
Τ ( α vj

(c)  + ρj  ) ≤ κοj , j =1,...,NG (6b) 
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4. ΦΟΡΤΙΑ ΑΤΕΛΕΙΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΩΣ ΦΟΡΤΙΣΤΙΚΗ ∆ΙΑΤΑΡΑΞΗ 
 
 

 
 

Σχ. 1: Περιπτώσεις σύξευξης φορτίων ατελειών συστήµατος 
 
Έστω ότι : 

• το κεντρικό µέρος φ(c) της φόρτισης περιλαµβάνει όλα τα κατακόρυφα φορτία  
• η διατάραξη φ(m) περιλαµβάνει τα οριζόντια φορτία ατελειών συστήµατος.  

 
Στην περίπτωση αυτή το φορτιστικό µητρώο Φ έχει ΝΜ =2 στήλες: η πρώτη στήλη φ(1) 
περιλαµβάνει την οριζόντια φόρτιση αναφοράς κατά την x-κατεύθυνση λόγω ατελειών 
συστήµατος ενώ η δεύτερη στήλη φ(2) είναι η αντίστοιχη κατά την y-κατεύθυνση φόρτιση. 
Επειδή οι στήλες του Φ θεωρούνται φορτίσεις αναφοράς και περιέχουν απλώς τα 
κατακόρυφα φορτία ορόφων (θεωρούµενα ως οριζόντια κατά την εκάστοτε κατεύθυνση 
και εφαρµοζόµενα στα κέντρα των διαφραγµάτων των ορόφων), η παράµετρος λ εκφράζει 
το ενεργό µέγεθος των ατελειών συστήµατος (ο ΕC3 προβλέπει την τιµή λ = 1/200). Τότε 
η (3) παίρνει την µορφή: 
 

LV = {  φ ∈  RNU :   φ  =  φ(c)  + λ ( φ (1) µ1 + φ (2) µ2 )     (µ1, µ2 )∈CM ⊂  R2   } (7) 

 
Η µορφή του συνόλου CM προδιαγράφει τον τύπο ταυτόχρονης εµφάνισης (σύξευξης) των 
ατελειών συστήµατος και στην παρούσα εργασία αντιµετωπίζονται δύο εναλλακτικές 
περιπτώσεις : 
 

- ∆υσµενέστερη παραδοχή: Ανεξάρτητα φορτία ατελειών  (βλ. Σχ. 1α) : 
 
 CM = {  (µ1, µ2 )∈  R2   :       -1 ≤  µ1 ≤ +1,   -1 ≤  µ2 ≤ +1    } (8) 
 
 

- Ευµενέστερη παραδοχή: σφαιρικώς συζευγµένα φορτία ατελειών (βλ. Σχ. 1β) : 
 

 CM = {  (µ1, µ2 )∈  R2   :       (µ1)
2  + (µ2)

2   ≤ 1    } (9) 
 
 
Οι σχέσεις (5)-(9) παρέχουν το µεθοδολογικό πλαίσιο διερεύνησης της 
ευασθησίας/στιβαρότητας  του συντελεστή ασφάλειας α ως προς την εισαγωγή διαφόρων 
τύπων φορτίσεων λόγω ατελειών συστήµατος και µάλιστα για διάφορες στάθµες έντασης 
των τελευταίων. Η καθαυτό υπολογιστική πραγµάτευση γίνεται µε βάση όσα 
περιγράφονται στην εργασία [5]. 
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5. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 
Η αριθµητική εφαρµογή αφορά διώροφο χαλύβδινο κτίριο µε εσοχή (Σχ.2)  και ατέλειες 
συστήµατος κατά την x και y διεύθυνση. Εξετάζεται η επιρροή του µεγέθους των ατελειών 
στον συντελεστή ασφαλείας της κατασκευής για τις ανωτέρω δύο περιπτώσεις σύζευξης: 
α)ανεξάρτητης αβεβαιότητας (box shaped uncertainty) και β) συζευγµένης (ελλειψοειδούς) 
αβεβαιότητας 
 

 
 

Σχ. 2: Γεωµετρία χωρικού µεταλλικού πλαισίου 
 
Ο φορέας διακριτοποιείται µε κλασσικά 3-κοµβα στοιχεία δοκού Timoshenko µε 2 σηµεία 
Gauss ανά στοιχείο [7]. Κάθε στύλος προσοµοιώνεται µε στοιχεία µήκους 0.5m. Οι κύριες 
δοκοί µήκους 10m διακριτοποιούνται µε 10 στοιχεία ενώ οι δοκοί µήκους 7m και 8m µε 8 
στοιχεία. Το µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων που προκύπτει έχει 170 στοιχεία και 1431 
ελεύθερους βαθµούς ελευθερίας. Ως κριτήρια διαρροής λαµβάνονται οι απλές σχέσεις 
γραµµικής αλληλεπίδρασης κατά τον ΕC3, γνωστές και ως κριτήρια µορφής αδάµαντος 
(diamond-shaped) –βλ. και [5]. Το υλικό είναι χάλυβας S235 (E = 210GPa, ν = 0.3). 
 
Το κτίριο παρουσιάζει διαφραγµατική λειτουργία των πλακών, εποµένως τα οριζόντια 
φορτία ατελειών ασκούνται στα κέντρα των διαφραγµάτων. Στην πλάκα Β1-Β2-Β3-Β4 
ασκείται νεκρό φορτίο g = 3.5 kN/m2 και κινητό  q = 5 kN/m2. Στις πλάκες C1-C2-C3-C4 
και B3-B4-B5-B6 ασκείται νεκρό φορτίο g = 4.5 kN/m2, κινητό φορτίο q = 1.5 kN/m2 και 
φορτίο χιονιού s = 1 kN/m2. Τα κατακόρυφα φορτία των πλακών παραλαµβάνονται από το 
σύστηµα των εικονιζόµενων ισαπέχουσων αµφιαρθρωτών διαδοκίδων. Η συνολική 
φόρτιση p(Ολ) = g + q + s αποτελεί το κεντρικό τµήµα της φόρτισης φ(c). 
Οι ατέλειες συστήµατος κατά x και y αποτελούν την αβέβαιη φορτιστική διατάραξη του 
συστήµατος φ(m) κατά τα ανωτέρω εκτεθέντα. Στην παρούσα εργασία εκτελείται 
παραµετρική επίλυση για διάφορες τιµές του πολλαπλασιαστή ατελειών λ, τόσο για 
ελλειψοειδή όσο και ανεξάρτητη αβεβαιότητα. Τα προκύψαντα προβλήµατα γραµµικού 
προγραµµατισµού επιλύθηκαν µε το λογισµικό SeDuMi [8]. 
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λ Μη-συζευγµένα 
φορτία ατελειών 

 Σφαιρικώς 
συζευγµένα φορτία 

1/400 1.9377 1.9380 

1/200 1.9235 1.9242 

1/100 1.8949 1.8970 

1/75 1.8766 1.8793 

1/50 1.8416 1.8449 

1/40 1.8159 1.8200 

1/30 1.7744 1.7798 

1/20 1.6969 1.7046 

1/15 1.6259 1.6354 

1/10 1.5003 1.5127 

 
Πιν. 1: Συντελεστής ασφαλείας α για διάφορες στάθµες  ατελειών λ 
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Σχ. 3: Επιρροή της στάθµης ατελειών λ στο συντελεστή ασφαλείας α για ασύζευκτα και 
σφαιρικώς συζευγµένα φορτία ατελειών συστήµατος  

 
 

Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται στον Πιν.1. και στο Σχ. 3. Όπως είναι φανερό, ο τύπος της 
αβεβαιότητας φόρτισης (ανεξάρτητη κατά τις δύο οριζόντιες κατευθύνσεις είτε σφαιρικώς 
συζευγµένη)  ελάχιστα επηρρεάζει την συντελεστή ασφάλειας α σε πλαστική κατάρρευση 
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για το κτίριο που µελετήθηκε. Η επιρροή της στάθµης λ φαίνεται να είναι µεγαλύτερη, 
περιορίζεται όµως στο δεύτερο δεκαδικό ψηφίο του συντελεστή ασφάλειας. Είναι εύλογο 
να υποθέσει κανείς πως οι ανωτέρω επιρροές θα ήταν µεγαλύτερες, αν το κτίριο είχε 
περισσότερους ορόφους. Στην τελευταία όµως περίπτωση η επιρροή του οριζόντιου 
ανέµου θα ήταν πολύ µεγαλύτερη και συνεπώς η επιρροή των ατελειών συστήµατος 
µπορεί να αγνοηθεί, σύµφωνα άλλωστε µε το πνεύµα των προνοιών της τελευταίας 
έκδοσης του EC3. 
 
 
6. ΣΧΟΛΙΑ ΚΑΙ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Παρουσιάστηκε µεθοδολογία παραµετρικής οριακής ανάλυσης χωρικών µεταλλικών 
πλαισίων η οποία συµπεριλαµβάνει την φορτιστική αβεβαιότητα λόγω των οριζοντίων 
φορτίων ορόφων, που είναι ισοδύναµα προς τις ατέλειες συστήµατος.  Το πρόβληµα 
ανάχθηκε σε αντίστοιχο ειδικό πρόβληµα προσαρµογής, για το οποίο αναπτύχθηκαν 
πρόσφατα τεχνικές επίλυσης. Όπως δείχθηκε και σε παράδειγµα, η µεθοδολογία αυτή 
επιτρέπει την αποτίµηση της στιβαρότητας/ευαισθησίας του συντελεστή ασφάλειας σε 
πλαστική κατάρρευση ως προς την επιρροή των ατελειών συστήµατος.  
 
 
7. ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
 
Οι συγγραφείς επιυθµούν να εκφράσουν τις ευχαριστίες τους προς την Γενική Γραµµατεία 
Έρευνας και Τεχνολογίας για την οικονοµική υποστήριξη που παρεσχέθηκε στα πλαίσια 
της Επιστηµονικής Συνεργασίας Ελλάδας-Τσεχίας (Ερευνητ. Πρόγραµµα  #4.3.6.1γ-201: 
«Large-scale computational optimization techniques in the evaluation of behavior and 
bearing capacity of civil and mechanical engineering structures”).  
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SUMMARY 

 
Τhe present work addresses the sensitivity/robustness of the limit analysis safety factor of 
spatial steel frames against the loading perturbation induced by the frame system 
imperfections. This loading perturbation can be viewed as an unknown-but-bounded 
uncertainty and the robust limit analysis problem leads to an equivalent shakedown 
analysis problem. In both problems, i.e. in the limit analysis and in the shakedown 
problem, linearized yield criteria (plastic interaction curves) have been considered. This 
study encompasses two types of horizontal loadings, induced by the system imperfections 
and acting at the master joints of the rigid floor diaphragms: 

- uncoupled loadings, independently acting in the two horizontal directions 
- spherically coupled  loadings 

It is noteworthy that even though the first case leads to a regular linear programming 
problem, the second case leads to a linear semi-infinite problem. Both problems can be 
treated effectively using the computational techniques developed in [5]. 
 
Moreover, a parameter λ has been introduced in order to explicitly incorporate the level of 
the intensity of the system imperfection loadings (in EC3 λ takes the value of 1/200). This 
way, a computational methodology has been presented, useful for systematic parametric 
analyses capable to capture the robustness of the plastic collapse safety against  loading 
perturbation due to  frame system imperfections. The respective parametric study of a two-
bay, two-storey spatial steel frame with vertical irregularity serves as an illustrative 
example. 
 
 


