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1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ  
 
Η παρούσα εργασία αφορά στην οριακή ανάλυση χωρικών µεταλλικών πλαισίων υπό 
συνθήκες πυρκαϊάς. Η εργασία επικεντρώνεται στον υπολογισµό της οριακής 
θερµοκρασίας που προκαλεί πλαστική κατάρρευση τριδιάστατων πλαισίων και γενικεύει 
ανάλογη τεχνική για διδιάστατα (επίπεδα) πλαίσια από την διεθνή βιβλιογραφία. Το 
πρόβληµα µορφώνεται ως ειδικό πρόβληµα οριακής ανάλυσης  µε την τάση διαρροής 
γραµµικώς εξαρτώµενη από την θερµοκρασία.  Τα κριτήρια διαρροής των διατοµών 
ελέγχου θεωρούνται γραµµικοποιηµένα, οπότε προκύπτει πρόβληµα γραµµικού 
µαθηµατικού προγραµµατισµού, το οποίο επιλύεται µε σύζευξη τυποποιηµένου 
λογισµικού πεπερασµένων στοιχείων και αντίστοιχου λογισµικού υπολογιστικής 
βελτιστοποίησης. Παρατίθεται  µικρό αριθµητικό παράδειγµα διόροφου χωρικού πλαίσιου 
και σχολιάζεται η χρησιµότητα της µεθόδου. 
 
 
2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η εξασφάλιση επαρκών περιθωρίων ασφάλειας έναντι πλαστικής κατάρρευσης των 
µεταλλικών κατασκευών υπό συνθήκες πυρκαϊάς εµπεριέχεται στους κεντρικούς στόχους 
του αντιπυρικού τους σχεδιασµού (βλ. π.χ. [1-2]).  
 
Η οριακή ανάλυση (limit analysis) – καθώς και η γενίκευση της που είναι γνωστή ως 
ανάλυση προσαρµογής (shakedown analysis) - αποτελούν δόκιµες τεχνικές της 
υπολογιστικής πλαστικότητας για τον έλεγχο των περιθωρίων ασφάλειας των κατασκευών 
έναντι πλαστικής αστοχίας  (βλ. π.χ. [3]). Επειδή τα µηχανικά χαρακτηριστικά του χάλυβα, 
- όπως  το µέτρο ελαστικότητας και η τάση διαρροής - είναι συναρτήσεις της 
θερµοκρασίας, απαιτούνται ειδικές διατυπώσεις των προβλήµάτων  οριακής ανάλυσης υπό 
συνθήκες πυρκαϊάς. Σχετικά έχουν αναπτυχθεί ειδικές προσεγγίσεις της οριακής ανάλυσης 
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και ανάλυσης προσαρµογής µε κύρια µέχρι σήµερα εφαρµογή στις µηχανολογικές 
κατασκευές , όπως π.χ. σωληνώσεις υπό πίεση και θερµικά φορτία (βλ. π.χ. [4-5]). 
 
Πρόσφατα εµφανίστηκαν στην διεθνή βιβλιογραφία εργασίες που προτείνουν την 
εφαρµογή της οριακής ανάλυσης στον υπολογισµό της οριακής θερµοκρασίας που 
προκαλεί την πλαστική κατάρρευση µεταλλικών πλαισίων υπό πυρκαϊά. Έτσι, στην 
Εργασία [6] προτείνεται καταρχήν συνδυασµός ελαστικών και πλαστικών µεθόδων 
(οριακής ανάλυσης) για την αριθµητική προσοµοίωση κατασκευών από χάλυβα σε 
συνθήκες πυρκαϊάς.  
 
Στην Εργασία [7] χρησιµοποιείται το µεθοδολογικό πλαίσιο συνδυασµού της µεθόδου 
πεπερασµένων στοιχείων (FEM) και του γραµµικού µαθηµατικού προγραµµατισµού (βλ. 
[3]) για τον υπολογισµό των πλαστικών οριακών θερµοκρασιών διδιάστατων χαλύβδινων 
πλαισίων µε ηµιάκαµπτους κόµβους. Τα κριτήρια διαρροής των διατοµών θεωρούνται 
γραµµικοποιηµένα (απλές γραµµικές σχέσεις πλαστικής αλληλεπίδρασης Ν-Μy). 
Αντίστοιχα αποµειωµένα κριτήρια λαµβάνονται για τους ηµιάκαµπτους κόµβους. Η τάση 
διαρροής θεωρείται γραµµικά εξαρτώµενη από την θερµοκρασία (τριγραµµικό διάγραµµα 
κατά προσέγγιση των σχέσεων του EC3).  
 
Ο υπολογισµός της πλαστικής οριακής θερµοκρασίας αποτελεί βεβαίως το πρώτο βήµα για 
µια πλήρη ανάλυση, καθόσον πρέπει να ακολουθήσει α) η ανάλογη ανάλυση µε 
αντίστοιχα µειωµένο µέτρο ελαστικότητας και β) η υπολογιστική κάλυψη φαινοµένων 
απώλειας της ελαστικής ευστάθειας.   
 
Η παρούσα εργασία επεκτείνει την Εργασία [7] σε χωρικούς φορείς. Χρησιµοποιείται η 
ειδική µόρφωση του προβλήµατος οριακής ανάλυσης που είναι ανάλογη του προβλήµατος 
προσαρµογής κατά την [8]. Οι κόµβοι θεωρούνται απολύτως άκαµπτοι για λόγους 
απλότητας καθόσον η επέκταση στο πνεύµα της [7] είναι άµεση. Στο υπολογιστικό 
προσοµοίωµα της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιούνται τριδιάστατα 
τρίκοµβα πεπερασµένα στοιχεία δοκού Timoshenko µε δύο σηµεία αριθµητικής 
ολοκλήρωσης (σηµεία Gauss) που αποτελούν και τα σηµεία ελέγχου της έντασης [9]. 
Όσον αφορά το µέρος της υπολογιστικής βελτιστοποίησης, σηµειώνεται ότι τα 
προκύψαντα  προβλήµατα µαθηµατικού γραµµικού προγραµµατισµού επιλύθηκαν στην 
εργασία αυτή µε το λογισµικό MOSEK[10]. 
 
 
3. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ∆ΙΑΡΡΟΗΣ ΣΕ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ ΠΥΡΚΑΪΑΣ  
 
Τα µηχανικά χαρακτηριστικά του χάλυβα (τάση διαρροής, µέτρο Young) αποµειώνονται 
µε την αύξηση της θερµοκρασίας. Στους διεθνείς κανονισµούς, συµπεριλαµβανοµένου του 
EC3, ορίζονται µειωτικοί συντελεστές συναρτήσει των οποίων εκφράζονται τα παραπάνω 
µεγέθη σε αυξηµένη θερµοκρασία. Στην παρούσα εργασία λαµβάνεται υπόψη µόνον η 
εξάρτηση της τάσης διαρροής από την θερµοκρασία.  
 
Έστω fy(20) η τάση διαρροής του χάλυβα σε θερµοκρασία 20 οC. Σε θερµοκρασία πυρκαϊάς 
Τ, η µειωµένη τάση διαρροής fy(Τ) δίνεται από την σχέση: 
 
fy(Τ) = ky(T)  fy(20) (1) 
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όπου ky(T) είναι ο µειωτικός συντελεστής της τάσης διαρροής όπως ορίζεται στον EC3 [1]. 
Για λόγους απλότητας στους υπολογισµούς, υιοθετείται η προσέγγιση του Σχ. 1 [7], η 
οποία περιγράφεται από τις σχέσεις: 
 
ky(T) = k1      = 1,             Τ ≤ 400ο  
ky(T) =    k2(Τ)    = 2,0267 – (0,76/300) Τ,  400ο ≤ Τ < 800ο (2) 
ky(T) =    k3         = 0, 800ο ≤ Τ ≤ 1200ο  

 

        
 

Σχ. 1: Μειωτικός συντελεστής ky(T) ως συνάρτηση της θερµοκρασίας 
 
Έστω ότι στα πλαίσια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων ελέγχεται η j-θέση 
(διατοµή) ελέγχου ενός χωρικού πλαισίου Ω, διακριτοποιηµένου µε NΕ στοιχεία δοκού 
και NG διατοµές ελέγχου συνολικά. Στην ενλόγω j-θέση ορίζεται το τοπικό διάνυσµα 
έντασης της διατοµής sj = (N,VY,VZ,MT,MX,MY)T 

που πρέπει να ικανοποιεί το τοπικό 
κριτήριο διαρροής.  
 
Στην παρούσα εργασία, ως κριτήριο διαρροής εφαρµόζεται η απλή σχέση γραµµικής 
αλληλεπίδρασης του EC3 που αφορά δοκούς διατοµής διπλού Τ υπό διπλή κάµψη και 
αξονική δύναµη. Σε συνθήκες πυρκαϊάς ο συντελεστής ky(T) µειώνει την τάση διαρροής 
και συνεπώς και τις επιµέρους φέρουσες ικανότητες Νpl.Rd κτλ (βλ. Σχ.2). 
 

 
 

Σχ. 2: Αποµειωµένο κριτήριο διαρροής δοκων κατά EC3 σε θερµοκρασία Τ. 
 
Το προκύπτον γραµµικό κριτήριο διαρροής είναι µορφής αδάµαντος και µπορεί να 
εκφραστεί ως ένα σύνολο 8 ανισοτήτων της µορφής: 
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Νj
Τsj  ≤  κοj(Τ) ,       j =1,...,NG ,       κοj(Τ)  =  ky(T) κοj(20)     (3) 

 
Το µητρώο Νj έχει ως στήλες τα συνηµίτονα κατεύθυνσης των 8 επιφανειών του κριτηρίου 
ενώ το διάνυσµα κοj(20) έχει 8 συνιστώσες και αποτελείται από θετικές ποσότητες 
πλαστικής αντοχής (αποστάσεις της αρχής των αξόνων από τα επιµέρους επίπεδα). 
 
 
4. ΟΡΙΑΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΕ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΠΥΡΚΑΪΑΣ 
 
‘Εστω το χωρικό µεταλλικό πλαίσιο Ω, διακριτοποιηµένο µε ΝU ελεύθερους βαθµούς 
ελευθερίας και ΝΕ στοιχεία ράβδου. Το κάθε στοιχείο ράβδου έχει NGE = 2 σηµεία Gauss 
(G.P.), οπότε το πλαίσιο Ω έχει συνολικά NG = 2(NE) τέτοια σηµεία.  
 
Στο πλαίσιο Ω ξεσπά τοπικά πυρκαϊά και τα περιβάλλοντα στοιχεία αποκτούν τη 
θερµοκρασία αναφοράς Τo. Την στιγµή εκείνη, στο φορέα ασκούνται κατακόρυφα φορτία 
φp. Η θερµοκρασία Τo καθώς και η φόρτιση φp παράγουν στη j-θέση τις ελαστικές τάσεις 
vj

 
και pj. Η θερµοκρασία συνεχίζει να αυξάνεται µέχρι να φτάσει τη (ζητούµενη) µέγιστη 

θερµοκρασία κατάρρευσης Τ. Η ελαστοπλαστική ένταση sj για τη θερµοκρασία Τ, η οποία 
πρέπει να ικανοποιεί το κριτήριο διαρροής, δίνεται από την σχέση: 
 

j j j j

1
s  = T ( ) v  + p  +   ,   j = 1,..., NG

To
ρ        (4) 

 
Τα διανύσµατα ρj συναποτελούν το πεδίο παραµένουσων τάσεων ρ που αποτελεί 
αυτένταση και οφείλει να ικανοποιεί τη συνθήκη του µηδενικού υπόχωρου (βλ. και [9]): 
 

1

NG

j=
∑ wj Bj 

Τ ρj  =  0,        j =1,...,NG (5) 

 
όπου wj είναι το βάρος αριθµητικής ολοκλήρωσης στη j-θέση ελέγχου και Bj είναι το 
τοπικό µητρώο παραµορφώσεων – µετακινήσεων. 
 
Το πρόβληµα της οριακής ανάλυσης του χωρικού πλαίσιου σε συνθήκες πυρκαϊάς µε 
γραµµικά κριτήρια διαρροής ανάγεται πλέον στο ακόλουθο γραµµικό πρόβληµα 
βελτιστοποίησης µε αγνώστους την θερµοκρασία κατάρρευσης Τ και το αυτεντατικό πεδίο 
τάσεων ρ: 
 

max T,  υπό τους περιορισµούς:  (6a) 

 

1

NG

j=
∑  wj Bj 

Τρj = 0        
 (6b) 

 Nj
T ρj  + Nj

T pj
  + T (1/Τo) Nj

T vj ≤ κοj(20) k2(T)         j =1,...,ΝG1      (6c) 

 Nj
T ρj  + Nj

T pj
  + T (1/Τo) Nj

T vj ≤ κοj(20)         j =ΝG1+1,...,NG      (6d) 

 
όπου αριθµούνται πρώτες οι ΝG1 διατοµές ελέγχου, οι οποίες υποβάλλονται σε αύξηση 
της θερµοκρασίας. Στην (6c) χρησιµοποιείται από την (2) ο συντελεστής k2(T),  καθόσον 
θεωρείται πως η αναµενόµενη θερµοκρασία κατάρρευσης θα εµπίπτει στην µεσαία 
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περιοχή: 400ο ≤ Τ < 800ο. Η ανωτέρω διατύπωση αποτελεί εναλλακτική διατύπωση του 
προβλήµατος οριακής ανάλυσης, η οποία είναι σύµµορφη µε το γενικότερο πρόβληµα της 
ανάλυσης προσαρµογής (βλ. και [9]) και η ζητούµενη µέγιστη θερµοκρασία Τ επέχει τον 
ρόλο του συντελεστή ασφάλειας της οριακής ανάλυσης. 
 
 
5. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται η ανάλυση διώροφου χαλύβδινου κτιρίου µε 
τέσσερεις στύλους  σε συνθήκες πυρκαϊάς. 

 

 
 

Σχ. 1: Μεταλλικό διώροφο κτίριο 
 

To κτίριο της εφαρµογής είναι κατασκευασµένο από χάλυβα S235. To µέτρο 
ελαστικότητας στους 20οC λήφθηκε Ε = 210 GPa και ο λόγος του Poisson ν = 0.3. H 
σύνδεση των δοκών µε τις πλάκες σκυροδέµατος του 1ου και 2ου ορόφου 
πραγµατοποιείται µε απλή έδραση, χωρίς την ανάπτυξη σύµµικτης λειτουργίας. Επιπλέον, 
το κτίριο δεν παρουσιάζει διαφραγµατική λειτουργία. Εποµένως, θα χρησιµοποιηθεί τόσο 
για τους στύλους όσο και για τις δοκούς το απλοποιηµένο γραµµικό κριτήριο διαρροής 
διατοµών του Σχ. 2 , όπως ορίστηκε προηγουµένως. 
 
H πλάκα B1-B2-B3-B4 δέχεται µόνιµο φορτίο g = 3.5 kN/m2 και κινητό q = 5 kN/m2 ενώ 
η πλάκα C1-C2-C3-C4 δέχεται µόνιµο φορτίο g = 4.5 kN/m2 και κινητό q = 1.5 kN/m2. Τα 
φορτία παραλαµβάνονται από τις διαδοκίδες µήκους 8m και στη συνέχεια µεταφέρονται 
ως µοναχικά φορτία στις κύριες δοκούς, µήκους 12m.  
 
Στα πλαίσια της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων,  ο φορέας, µετά την αφαίρεση των 
διαδοκίδων, διακριτοποιείται µε το 3κοµβο στοιχείο δοκού του Timoshenko [10]. H 
ένταση ελέγχεται στα 2 σηµεία Gauss του κάθε στοιχείου. Οι κύριες δοκοί 12m 
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διακριτοποιήθηκαν µε 12 ισοµήκη στοιχεία δοκού, ενώ οι δοκοί 8m µε 8 στοιχεία δοκού. 
Οι στύλοι 4m και 3m διακριτοποιήθηκαν µε 8 και 6 στοιχεία δοκού αντίστοιχα.  
 
Στο κτίριο ξεσπάει πυρκαϊά και τη στιγµή της πυρκαϊάς θεωρούµε πως το κτίριο 
καταπονείται µε φόρτιση φp = g + 0.5q . Αρχικά υπολογίζονται τα περιθώρια ασφαλείας 
της κατασκευής σε οριακή ανάλυση µόνο για τη φόρτιση φp και λαµβάνεται ο παρακάτω 
συντελεστής ασφαλείας: 
 

Φόρτιση φp:    α = 3.4216 
 
Στην συνέχεια εξετάστηκαν οι εξής περιπτώσεις για την πυρκαϊά: 

α) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 1ο όροφο του κτιρίου και δεν έχει ληφθεί κανένα µέτρο 
πυροπροστασίας των στύλων και των δοκών. 

β) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 1ο όροφο του κτιρίου και οι στύλοι είναι προστατευµένοι  

γ) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 2ο όροφο του κτιρίου και δεν έχει ληφθεί κανένα µέτρο 
πυροπροστασίας των στύλων και των δοκών. 

δ) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 2ο όροφο του κτιρίου και οι στύλοι είναι προστατευµένοι  

ε) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 1ο όροφο του κτιρίου και η θερµοκρασία των δοκών είναι 
ίση µε 0.8 της θερµοκρασίας των στύλων. 

ζ) η πυρκαϊά ξεσπάει στον 2ο όροφο του κτιρίου και η θερµοκρασία των δοκών είναι 
ίση µε 0.8 της θερµοκρασίας των στύλων. 

 
Η θερµοκρασία κατάρρευσης του κτιρίου υπολογίστηκε για κάθε ένα από τα 
προαναφερθέντα σενάρια και παρατίθεται στον Πίν. 1. Σε κάθε περίπτωση η πυρκαϊά 
πλήττει τους περιβάλλοντες στύλους και δοκούς του ορόφου που εµφανίζεται. Στις 
περιπτώσεις (ε) και (ζ) η αναγραφόµενη θερµοκρασία του Πιν. 1 αφορά τους στύλους.  
 

Περίπτωση 
πυρκαϊάς 

(α) (β) (γ) (δ) (ε) (ζ) 

Τ  (οC) 684,646 684,646 684,646 684,646 777,129 789,334 
 

Πίν. 1: Θερµοκρασία κατάρρευσης για τις περιπτώσεις (α) – (ζ) 
 
Οι περιπτώσεις (α), (β), (γ) και (δ) παρουσιάζουν κοινό µηχανισµό κατάρρευσης µε τις 
πλαστικές αρθρώσεις να σχηµατίζονται στα άκρα και στο µέσο των δοκών Β1-Β4 και Β2-
Β3. Η θερµοκρασία κατάρρευσης είναι κοινή και για τις 4 αυτές περιπτώσεις, όπως ήταν 
αναµενόµενο µε δεδοµένο τον κοινό µηχανισµό κατάρρευσης. 
 
Η αύξηση της θερµοκρασίας των στύλων στις περιπτώσεις (ε) και (ζ) οδηγεί σε µηχανισµό 
κατάρρευσης στύλων. Έτσι στην περίπτωση (ε) οι πλαστικές αρθρώσεις σχηµατίζονται 
στους 4 στύλους του 1ου ορόφου ενώ στην (ζ) στους στύλους του 2ου ορόφου. Οι στύλοι 
του 2ου ορόφου αστοχούν σε µεγαλύτερη θερµοκρασία σε σχέση µε τους στύλους του 1ου 
ορόφου, καθώς η ένταση που αναπτύσσεται σε αυτούς λόγω κατακόρυφων φορτίων είναι 
µικρότερη. 
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6. ΣΧΟΛΙΑ ΚΑΙ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Παρουσιάστηκε µεθοδολογία υπολογισµού της πλαστικής οριακής θερµοκρασίας χωρικών 
µεταλλικών πλαισίων σε συνθήκες πυρκαϊάς.  Το πρόβληµα υπολογισµού της µέγιστης 
θερµοκρασίας κατάρρευσης µορφώνεται ως ειδικό πρόβληµα οριακής ανάλυσης και 
ανάγεται σε γραµµικό πρόβληµα µαθηµατικού προγραµµατισµού. Στην αριθµητική 
εφαρµογή παρουσιάστηκε η αξία της τεχνικής για τον υπολογισµό της θερµοκρασίας 
κατάρρευσης µε απλό τρόπο, χωρίς γνώση της εξέλιξης της πυρκαϊάς ή προαπαιτούµενη 
θερµική ανάλυση της κατασκευής. Σε επόµενες εργασίες θα παρουσιαστούν και οι 
ανάλογες τεχνικές που απαιτούνται για την πλήρη υπολογιστική προσοµοίωση, όπως 
συνοπτικά αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 1. 
 
 
7. ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
 
Οι συγγραφείς επιθυµούν να εκφράσουν τις ευχαριστίες τους προς την Γενική Γραµµατεία 
Έρευνας και Τεχνολογίας για την οικονοµική υποστήριξη που παρασχέθηκε στα πλαίσια 
της Επιστηµονικής Συνεργασίας Ελλάδας-Τσεχίας (Ερευνητ. Πρόγραµµα  #4.3.6.1γ-201: 
«Large-scale computational optimization techniques in the evaluation of behaviour and 
bearing capacity of civil and mechanical engineering structures”).  
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SUMMARY 

 
This paper addresses the problem of limit analysis of spatial steel frames exposed to fire, 
extending the respective work of Vimonsatit ea [1], which concerns two dimensional 
structures.  
 
Since elevated temperatures alter the mechanical properties of steel, the yield surface is 
temperature-dependent and the overall strength of the structure decreases. In this work, we 
adopt a linearized dependency of the yield stress on the temperature. Furthermore,  
linearized yield criteria (plastic interaction curves for N-MY-MZ) are considered in the 
simple form of diamond-shaped regions. Under these conditions, the problem of 
determination of the plastic limit temperature of the spatial frame is a special limit analysis 
problem within the general framework of geometrically linear displacement FEM. This 
limit analysis problem is a linear programming problem, which can be solved by 
appropriate methods. 
 
The present work uses standard spatial beam-column finite elements with three nodes and 
two Gauss integration points per element. The elastic stresses of the spatial frame and the 
local strain-displacement matrices at the various Gauss points serve as the main input for 
the commercial interior-point linear programming solver MOSEK.  
 
The proposed method is simple, efficient and less time-consuming and computationally 
expensive than step-by-step analysis. Its functionality and effectiveness are presented 
through a simple example of a 2-storey 3D frame. 
 
 


