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1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
Στην παρούσα εργασία, διερευνώνται τα όρια αξιόπιστης χρήσης της θεωρίας λεπτότοιχων 
διατοµών (θεωρία Vlasov) σε ράβδους που υποβάλλονται σε µη γραµµική 
ελαστοπλαστική οµοιόµορφη στρέψη. Εκκινώντας από την κλασική τρισδιάστατη θεωρία 
πλαστικότητας και µε θεώρηση µεγάλων γωνιών στροφής, µορφώνονται οι κυρίαρχες 
εξισώσεις ισορροπίας δοκού καθώς κι ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών αναφορικά µε την 
πρωτογενή συνάρτηση στρέβλωσης, µε την οποία προσδιορίζονται οι µετατοπίσεις κατά 
τη διαµήκη έννοια της δοκού. Το πρόβληµα επιλύεται αριθµητικά µε τη µέθοδο των 
συνοριακών στοιχείων (BEM). Η αναπτυχθείσα µεθοδολογία είναι «ακριβής» και δεν 
υπόκειται στις παραδοχές και τους περιορισµούς της θεωρίας λεπτότοιχων διατοµών. Έτσι, 
για διάφορους τύπους διατοµών, από την επίλυση µε τη βοήθεια της προαναφερθείσης 
αριθµητικής µεθόδου διαπιστώνονται τα όρια διακύµανσης του σφάλµατος που προκύπτει 
από τη χρήση της θεωρίας λεπτότοιχων διατοµών για διάφορα µεγέθη όπως η στρεπτική 
σταθερά, η πλήρως πλαστική ροπή κλπ.. Εκτελούνται τόσο γεωµετρικά γραµµικές όσο και 
µη γραµµικές αναλύσεις και µε βάση τα αποτελέσµατα, προτείνονται τα όρια αξιοπιστίας 
της θεωρίας Vlasov για χαρακτηριστικά µεγέθη ιδιαίτερου πρακτικού ενδιαφέροντος. 
 
 
2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Ο ελαστικός σχεδιασµός ράβδων που υποβάλλονται σε στρεπτική φόρτιση συνήθως είναι 
συντηρητικός λόγω της σηµαντικής διαφοράς στο φορτίο που µπορεί να αναληφθεί µεταξύ 
της πρώτης διαρροής και της πλήρους πλαστικοποίησης. Στους περισσότερους 
κανονισµούς Μεταλλικών Κατασκευών Πολιτικού Μηχανικού κάτι τέτοιο λαµβάνεται 
υπόψιν αφού, αφενός ο ελαστικός σχεδιασµός επιτρέπεται να γίνει µε την παραδοχή 
περιορισµένης ανακατανοµής της έντασης εντός των πλακοειδών στοιχείων που 
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συνθέτουν τη λεπτότοιχη µεταλλική διατοµή, αφετέρου επιτρέπεται ο πλαστικός 
σχεδιασµός µελών που υποβάλλονται σε άµεση στρέψη, δηλαδή σε µέλη όπου η στρεπτική 
αντίσταση είναι απαραίτητο να εκδηλωθεί για την επίτευξη ισορροπίας.  
 
Παρότι οι κανονιστικές διατάξεις δίνουν επαρκείς κατευθύνσεις για την εύρεση της 
ελαστικής και πλήρους πλαστικής στρεπτικής αντίστασης, η βιβλιογραφία είναι 
περιορισµένη σχετικά µε την εύρεση της µετελαστικής καµπύλης φορτίου – µετατόπισης 
µελών υποβαλλόµενων σε στρέψη η οποία είναι απαραίτητη για εκτέλεση ελέγχων 
λειτουργικότητας, έλεγχο υφιστάµενων κατασκευών κλπ... Επιπρόσθετα, η µελετητική 
πρακτική συχνά επιβάλλει τη χρήση ανοικτών λεπτότοιχων διατοµών που διαθέτουν πολύ 
µικρή στρεπτική δυσκαµψία και συνεπώς αναπτύσσουν µεγάλες γωνίες στροφής µέχρι την 
αστοχία, µε αποτέλεσµα να µην είναι ρεαλιστική η γεωµετρικά γραµµική ανάλυση στην 
οποία βασίζονται οι περισσότεροι κανονισµοί αναφορικά µε τη στρέψη. 
 
Η οµοιόµορφη στρέψη προκύπτει από την επιβολή δύο ισόποσων στρεπτικών ροπών στα 
άκρα της δοκού µε την ταυτόχρονη απαίτηση να µην παρεµποδίζεται η αναπτυσσόµενη 
στρέβλωση των διατοµών (στρέψη St. Venant). Αν και η οµοιόµορφη στρέψη απαντάται 
σπάνια στην πράξη, αποτελεί ένα µέρος του ολικού στρεπτικού φορτίου που 
αναλαµβάνεται από µια δοκό υπό τυχούσα στρεπτική φόρτιση και συνοριακές συνθήκες 
µε το άλλο µέρος να είναι η στρέψη λόγω στρέβλωσης. Εξάλλου, στον Ευρωκώδικα 3 
προτείνεται απλοποιητικά οι κλειστές διατοµές να µελετώνται αποκλειστικά σε 
οµοιόµορφη στρέψη αγνοώντας τα φαινόµενα στρέβλωσης. 
 
Στην παρούσα εργασία, διερευνάται η αξιοπιστία της θεωρίας λεπτότοιχων διατοµών -
στην οποία βασίζονται συνήθως οι κανονισµοί Μεταλλικών Κατασκευών- σε µέλη που 
υποβάλλονται σε οµοιόµορφη στρέψη. Η διατύπωση του προβλήµατος είναι «ακριβής» 
χωρίς τις παραδοχές της προαναφερθείσης θεωρίας και λαµβάνονται υπόψιν τόσο οι 
υλικές όσο και οι γεωµετρικές µη γραµµικότητες. Με την ανάλυση αριθµητικών 
παραδειγµάτων προσδιορίζεται το σφάλµα της θεωρίας Vlasov για χαρακτηριστικά µεγέθη 
ιδιαίτερου πρακτικού ενδιαφέροντος. 
 
 
3. ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
 
Θεωρούµε ευθύγραµµη, πρισµατική, οµογενή ράβδο, τυχούσας διατοµής που 
καταλαµβάνει το χωρίο Ω  απλής ή πολλαπλής συνοχής του επιπέδου y,z και 

περικλείεται από τις K 1+  τµηµατικώς λείες καµπύλες iΓ  (i=0,1,…,K) (Σχ. 1). Το υλικό 

είναι ελαστοπλαστικό (µε ή χωρίς κράτυνση) µε µέτρα ελαστικότητας και διάτµησης E,G 
αντίστοιχα και (αρχική) τάση διαρροής Y0σ . Η ράβδος υποβάλλεται σε δύο ισόποσες 

στρεπτικές ροπές στα άκρα της ενώ η αναπτυσσόµενη στρέβλωση δεν παρεµποδίζεται. 
Υπό αυτές τις συνθήκες η γωνία στροφής ανά µονάδα µήκους της ράβδου ( )xθ ′  

(συστροφή) διατηρείται σταθερή και η στρεπτική φόρτιση χαρακτηρίζεται ως οµοιόµορφη. 
Με τη θεώρηση µεγάλων γωνιών στροφής, το πρόβληµα περιγράφεται από το πεδίο 
µετατοπίσεων 
 

( ) ( )P
su u x y,z

Μ
θ φ′= + ⋅    ( )v z sin y 1 cosθ θ= − ⋅ − ⋅ −   ( )w y sin z 1 cosθ θ= ⋅ − ⋅ −  (1α,β,γ) 
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στο οποίο εισάγεται απαραιτήτως η αξονική βράχυνση της ράβδου ( )su x  (µε su .σταθ′ = ) 

προκειµένου να µην ασκηθεί στο µέλος παρασιτική αξονική δύναµη, ενώ P
Mφ  είναι η 

πρωτογενής συνάρτηση στρέβλωσης του προβλήµατος ως προς το κέντρο στρέψης M  της 
διατοµής [1]. Σηµειώνεται ότι η αξονική βράχυνση µηδενίζεται στην περίπτωση όπου 
εκτελείται ανάλυση µικρών µετατοπίσεων (µικρών γωνιών στροφής). 
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Σχ. 1: Πρισµατική ράβδος υποβαλλόµενη σε στρεπτική ροπή (α) µε διατοµή τυχόντος 

σχήµατος (β) 
 
Με θεώρηση των µη γραµµικών σχέσεων παραµορφώσεων - µετατοπίσεων 
(παραµορφώσεις Green) και των σχέσεων τάσεων – παραµορφώσεων, που µορφώνονται 
µε τη βοήθεια της κλασικής θεωρίας πλαστικότητας, προσδιορίζονται οι προσαυξητικές 
συνιστώσες του 2ου τανυστή τάσεως Piola – Kirchhoff xxS∆ , xyS∆ , xzS∆  [2] οι οποίες 

εισάγονται στην πρώτη διαφορική εξίσωση ισορροπίας 
 

xyxx xz
SS S

0
x y z

∆∆ ∆∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  (2) 

 
που εκφράζει την ισορροπία στοιχειώδους υλικού σηµείου κατά τη διαµήκη έννοια της 
ράβδου. Από την εξ. (2) µορφώνεται το πρόβληµα συνοριακών τιµών στο επίπεδο y,z 
 

pl pl
xy2 P xz

M
1

y z

∆γ ∆γ
φ

∆θ

 ∂ ∂
 ∇ = ⋅ +
 ′ ∂ ∂
 

 στο χωρίο Ω  (3α) 

pl plP
xy xzM

y zz n y n
n

∆γ ∆γφ

∆θ ∆θ

   ∂
 = + ⋅ + − ⋅   ′ ′∂   

 στο σύνορο Γ  (3β) 

 

µέσω του οποίου υπολογίζεται η P
Mφ . Στις παραπάνω σχέσεις, pl

xy∆γ  και pl
xz∆γ  είναι οι 

προσαυξητικές πλαστικές διατµητικές παραµορφώσεις οι οποίες µηδενίζονται στο τµήµα 
του χωρίου όπου δεν έχει πλαστικοποιηθεί και στην περίπτωση όπου εκτελείται ελαστική 
ανάλυση στη δοκό. 
 
Κάνοντας χρήση της ενεργειακής αρχής των δυνατών έργων [2], µορφώνουµε δύο 
εξισώσεις ισορροπίας σε επίπεδο ράβδου µε τις οποίες µπορούµε να υπολογίσουµε τους 
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εναποµείναντες αγνώστους θ ′ , su ′  του προβλήµατος. Στα πλαίσια των µικρών 

µετατοπίσεων, µορφώνεται µόνο µία εξίσωση ισορροπίας 
 

tt t MGI M S∆θ ′⋅ = −  (4) 

 

µε την οποία µπορεί να υπολογιστεί η συστροφή θ ′  ( su ′=0). Στην παραπάνω σχέση, tM  

είναι η εξωτερικά επιβαλλόµενη στρεπτική ροπή, 
tMS  η εσωτερική στρεπτική δράση που 

προκύπτει ως εντατικό µέγεθος των διατµητικών τάσεων που αναπτύσσονται στη διατοµή 
και tI  είναι η στρεπτική σταθερά (St. Venant torsion constant) που δίνεται ως 

 
P P

2 2 M M
tI y z y z d

z y
Ω

φ φ
Ω

 ∂ ∂
= + + ⋅ − ⋅  ∂ ∂ 
∫  (5) 

 
Στη θεωρία λεπτότοιχων διατοµών, η στρεπτική σταθερά δίνεται από τον πρώτο και 
δεύτερο τύπο του Bredt 
 

2
t 0

ds
I 4A

t
Γ

= ∫�                               3
t i i

i

1
I b t

3
= ⋅∑  (6α,β) 

 
που εφαρµόζονται για ανοικτές και κλειστές διατοµές αντίστοιχα. Στην εξ. (6α), 0A  είναι 

το εµβαδόν που περικλείεται από τη µέση γραµµή των τοιχωµάτων που συνθέτουν την 
κλειστή διατοµή ενώ στην εξ. (6β), ib  και it  είναι το µήκος και το πάχος αντίστοιχα του 

τυχόντος πλακοειδούς στοιχείου i  της ανοιχτής διατοµής. Στις κλειστές διατοµές η 
σταθερά tI  προκύπτει µε την παραδοχή σταθερής οµοιόµορφης κατανοµής διατµητικών 

τάσεων κατά µήκος του κάθε τοιχώµατος ενώ στις ανοιχτές διατοµές µε θεώρηση 
τριγωνικής κατανοµής (µηδενική τάση στο µέσον και µέγιστη στα άκρα εντός του κάθε 
τοιχώµατος). Τονίζεται ότι στα πλακοειδή στοιχεία που συνθέτουν µια ανοιχτή διατοµή, οι 
τάσεις που αναπτύσσονται στις µικρές πλευρές δεν αγνοούνται στον υπολογισµό της tI , 

καθώς δρουν µε πολύ µεγαλύτερο µοχλοβραχίονα συγκριτικά µε τις τάσεις των 
µεγαλύτερων πλευρών. 
 
Για την εύρεση της πλήρως πλαστικής ροπής ανοιχτών διατοµών στην περίπτωση των 
µικρών µετατοπίσεων, έχει προταθεί η σχέση [3] 
 

pl pl
t t ,i

i
M M=∑  (7) 

 

όπου ( ) ( )pl 2
t ,i Y i iM 3 1 / 2 b tσ  = ⋅ ⋅ ⋅

 
 η πλήρως πλαστική ροπή του πλακοειδούς 

στοιχείου i . Η ως άνω σχέση προκύπτει µε προσεγγιστική θεώρηση για τη µέγιστη ροπή 
που µπορεί να αναλάβει το κάθε πλακοειδές στοιχείο της διατοµής και δε λαµβάνει υπόψιν 
τη µεταβολή της κατανοµής τάσεων στις ενώσεις κορµού - πελµάτων. Στην εργασία [4] 
προτείνεται το “mitre model” για τη βελτίωση της κατανοµής των διατµητικών τάσεων σε 
συµµετρικά διπλά ταυ που υπόκεινται σε ελαστοπλαστική οµοιόµορφη στρέψη µικρών 
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γωνιών στροφής. Εξάλλου, στην ελαστική ανάλυση εισάγεται σφάλµα λόγω του 
προσεγγιστικού υπολογισµού της στρεπτικής σταθεράς tI . 

 
 
4. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
 
Η αριθµητική επίλυση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (3α,β) πραγµατοποιείται µε τη 
Μέθοδο Συνοριακών Στοιχείων (BEM), ενώ η γραµµικοποίηση και η επίλυση των 
εξισώσεων ισορροπίας σε επίπεδο ράβδου πραγµατοποιείται µε προσαυξητικό - 
επαναληπτικό αλγόριθµο. Η πλήρης διατύπωση της αριθµητικής αντιµετώπισης του 
προβλήµατος βρίσκεται στην εργασία [2]. 
 
 
5. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
 
Προκειµένου να προσδιοριστεί η διακύµανση του σφάλµατος της θεωρίας λεπτότοιχων 
διατοµών (ΘΛ∆) µελετήθηκε ράβδος σε οµοιόµορφη στρέψη µε τρεις διαφορετικές 
διατοµές. Το υλικό είναι ελαστικό – απολύτως πλαστικό µε σταθερές 

8 2E 2,134 10 kN / m= × , 7 2G 8,0 10 kN / m= × , 5 22,85 10 kN / m
Υ
σ = × . Οι διατοµές της 

ράβδου είναι µορφής συµµετρικού διπλού ταυ µε διαφορετικά πάχη πλακοειδών στοιχείων 
(διατοµή 1: πλάτος πελµάτων fb 0,85m= , συνολικό ύψος h 0,85m= , πάχος πελµάτων 

ft 0,25m= , πάχος κορµού wt 0,1875m= , διατοµή 2: fb h 1,00m= = , ft 0,20m= , 

wt 0,15m= , διατοµή 3: fb h 1,27m= = , ft 0,15m= , wt 0,1125m= ) και κοινό εµβαδόν 

2A 0,49m= , προκειµένου να είναι άµεση η µεταξύ τους σύγκριση. Στον πίνακα 1 
παρουσιάζεται η στρεπτική σταθερά tI  που προέκυψε από την ελαστική ανάλυση µελών 

µε εφαρµογή της προτεινόµενης µεθόδου και της θεωρίας Vlasov. Παρατηρούµε την 
αύξηση του σφάλµατος όσο αυξάνονται τα πάχη των πελµάτων και του κορµού. Επίσης 
στις δύο πρώτες διατοµές ο σχεδιασµός µε βάση τη ΘΛ∆ δεν θα είναι υπέρ της ασφαλείας, 
αφού η στρεπτική σταθερά είναι µεγαλύτερη από την «ακριβή».  
 

∆ιατοµή Παρούσα µέθοδος ΘΛ∆ ∆ιαφορά(%) 

∆ιατοµή 1 9,166 9,623 4,99 

∆ιατοµή 2 5,870 6,008 2,36 

∆ιατοµή 3 3,377 3,318 1,78 

 

Πιν. 1: Στρεπτική σταθερά tI  ( 3 410 m−× ) των 3 διατοµών µε εφαρµογή της παρούσας 

µεθόδου και της θεωρίας λεπτότοιχων διατοµών. 
 

Στον πίνακα 2 παρουσιάζονται οι πλήρως πλαστικές ροπές pl
tM  των διατοµών, στην 

περίπτωση της ελαστοπλαστικής ανάλυσης µικρών µετατοπίσεων, µε εφαρµογή της εξ. 
(7), του τύπου 
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( )
2 3

fpl 2 w w Y
t f f

3t t t
M b t 1 h 2t

b 2 6 3

σ  
= ⋅ − + − ⋅ + ⋅  
   

 (8) 

 
που προτείνεται στην εργασία [4] και της παρούσας µεθόδου. Σηµειώνουµε ότι τα 
αποτελέσµατα της εξ. (8) είναι πιο κοντά στα αντίστοιχα της προτεινόµενης µεθόδου και 
γενικά δίνουν πιο συντηρητικές εκτιµήσεις της πλήρως πλαστικής ροπής συγκριτικά µε τα 
αποτελέσµατα της εξ. (7). 
 

∆ιατοµή Παρούσα µέθοδος Εξ. (7) [3] Εξ. (8) [4] 

∆ιατοµή 1 9.291,1 9.753,8 9.077,6 

∆ιατοµή 2 7.412,1 7.346,2 7.692,5 

∆ιατοµή 3 5.621,9 5.711,9 5.565,8 

 

Πιν. 2: Πλήρως πλαστική ροπή pl
tM  (kNm) των 3 διατοµών στην περίπτωση µικρών 

µετατοπίσεων, µε εφαρµογή της παρούσας µεθόδου και των εξ. (7) και (8). 
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Σχ. 2: Καµπύλες φορτίου – µετατόπισης των τριών διατοµών για τρεις διαφορετικές 
περιπτώσεις ανάλυσης 

 
Στο σχήµα 2 παρουσιάζονται οι καµπύλες φορτίου – µετατόπισης των τριών διατοµών για 
τις περιπτώσεις ανάλυσης τόσο των µεγάλων όσο και των µικρών γωνιών στροφής της 
παρούσας µεθόδου καθώς και των µικρών γωνιών στροφής της θεωρίας λεπτότοιχων 
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διατοµών που προτείνεται στην εργασία [4]. Συµπεραίνουµε ότι κατά την επέκταση της 
θεωρίας λεπτότοιχων διατοµών στην πλαστικότητα, η ροπή κατά την οποία προκαλείται 
αρχική διαρροή στη ράβδο υπερεκτιµάται, ενώ υποεκτιµάται η µέγιστη πλαστική ροπή που 
µπορεί να αναληφθεί. Επίσης, παρατηρούµε ότι στο πιο ρεαλιστικό προσοµοίωµα των 
µεγάλων γωνιών στροφής, ο µετελαστικός κλάδος φορτίου – µετατόπισης δεν καταλήγει 
ασυµπτωτικά σε κάποια συγκεκριµένη τιµή, γεγονός που υποδεικνύει ότι το µέλος δε 
φτάνει σε κάποια µέγιστη τιµή στρεπτικής ροπής. Συνεπώς, ο µηχανισµός αστοχίας του 
µέλους θα είναι διαφορετικός από αυτόν της πλαστικής κατάρρευσης (περίπτωση µικρών 
γωνιών στροφής) και ότι ο σχεδιασµός µε βάση το προσοµοίωµα των µικρών 
µετατοπίσεων είναι συντηρητικός και ως προς τη λειτουργικότητα και ως προς την αντοχή. 
Τέλος, όπως αναµέναµε, διακρίνουµε ότι η γεωµετρική µη γραµµικότητα είναι εντονότερη 
στις πιο λεπτότοιχες διατοµές. 
  
 
6. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
i. Η θεωρία λεπτότοιχων διατοµών δίδει ικανοποιητικά αποτελέσµατα  µόνο σε πολύ 

λεπτότοιχες διατοµές, κατά την ελαστική ανάλυση µελών (υπολογισµός στρεπτικής 
σταθεράς tI ). 

ii.  Η επέκταση της θεωρίας Vlasov στην πλαστική ανάλυση µικρών µετατοπίσεων οδηγεί 
σε σφάλµατα ως προς την εύρεση του µετελαστικού κλάδου φορτίου – µετατόπισης. Το 
σφάλµα αυτό µικραίνει µε τη µείωση του πάχους των πλακοειδών στοιχείων της 
διατοµής. 

iii.  Η σταδιακή πλαστικοποίηση της διατοµής οδηγεί σε αύξηση των γωνιών στροφής που 
βελτιώνουν τη στρεπτική συµπεριφορά (λειτουργικότητα και αντοχή) και µεταβάλλουν 
το µηχανισµό αστοχίας της ράβδου. Ο σχεδιασµός µε βάση τη µέγιστη πλαστική ροπή 
που προτείνουν οι κανονισµοί είναι συντηρητικός. 
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SUMMARY 
 
In this paper, the limits of reliable use of the thin tube theory (Vlasov’s Theory) to bars 
under nonlinear inelastic uniform torsion are investigated. Starting from the three 
dimensional classical theory of plasticity and by treating the angles of cross sections’ 
rotation as large, the governing equilibrium beam equations are formulated as well as a 
boundary value problem with respect to the primary warping function, from which the 
longitudinal displacements of the beam can be determined. The problem is solved 
numerically employing the Boundary Element Method (BEM). The presented formulation 
is “precise” since it does not stand on the assumptions and restrictions of the thin tube 
theory; thus, for various cross section types, from the solution of the problem using the 
aforementioned numerical method, the arising error of the thin tube theory to the St. 
Venant torsion constant, the ultimate plastic torque etc. is determined. Both geometrically 
linear and nonlinear analyses are executed. From the obtained results, the range of validity 
of Vlasov’s theory is suggested for characteristic quantities of great practical interest. 


