
 

 
 
 
 

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΕΝΟΣ ΑΝΑΛΥΤΙΚΟΥ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΗΝ 
ΑΝΑΚΥΚΛΙΖΟΜΕΝΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΚΟΜΒΩΝ ∆ΟΚΟΥ-ΥΠΟΣΤΥΛΩΜΑΤΟΣ 

 
 

Μηνάς Λεµονής 
∆ρ. Πολιτικός Μηχανικός, µεταδιδακτορικός ερευνητής, 

Εργαστήριο Ανάλυσης και Σχεδιασµού Κατασκευών, Τµήµα Πολιτικών Μηχανικών, 
Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας,  

Βόλος, Ελλάδα 
  e-mail: mlemonis@central.ntua.gr 

 
Χάρης Ι. Γαντές  

Αναπληρωτής Καθηγητής 
Εργαστήριο Μεταλλικών Κατασκευών, Σχολή Πολιτικών Μηχανικών,  

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο,  
Αθήνα, Ελλάδα 

e-mail: chgantes@central.ntua.gr 
 
 
 

1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
Στο άρθρο παρουσιάζεται ένα αναλυτικό προσοµοίωµα για την εκτίµηση της 
ανακυκλιζόµενης απόκρισης κόµβων δοκού-υποστυλώµατος. Επιλέγεται µια 
απλοποιηµένη αναλυτική σχέση της ανακυκλιζόµενης καµπύλης Μ-φ, χρησιµοποιώντας 
φυσικής σηµασίας παραµέτρους καθώς και εµπειρικές παραµέτρους ελέγχου για την 
προσοµοίωση της χειροτέρευσης αντοχής και δυσκαµψίας µε την εξέλιξη  της φόρτισης. 
Για την εκτίµηση των παραµέτρων παρουσιάζεται µια διαδικασία βελτιστοποίησης, µε 
εφαρµογή γενετικού αλγόριθµου, ώστε να ελαχιστοποιείται η απόσταση από πειραµατικές 
καµπύλες ροπής-στροφής, από τη βιβλιογραφία. Η προτεινόµενη διαδικασία εφαρµόζεται 
σε έξι πειραµατικές δοκιµές, επιτυγχάνοντας πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 
Επιπλέον, επιχειρείται µια εκτίµηση των παραµέτρων θεωρητικά, χρησιµοποιώντας 
µηχανικό προσοµοίωµα.     
 
2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 
Η προσοµοίωση της ανακυκλιζόµενης συµπεριφοράς κόµβων δοκού-υποστυλώµατος µέσω 
απλών µεθοδολογιών γενικής εφαρµογής και χαµηλού υπολογιστικού κόστους, µπορεί να 
τύχει σηµαντικής εφαρµογής στη σεισµική, µη γραµµική ανάλυση κατασκευών, όπου 
λαµβάνεται υπόψη και η ηµι-άκαµπτη απόκριση των κόµβων. Για τον σκοπό αυτό είναι 
απαραίτητη η διατύπωση κατάλληλων αναλυτικών προσοµοιωµάτων, τα οποία να 
µπορούν να αναπαράγουν τη σχέση ροπής Μ - στροφής φ των κόµβων, για πολλαπλούς 
κύκλους φόρτισης-αποφόρτισης, τυχαίου εύρους και περιοδικότητας, προσεγγίζοντας 
ικανοποιητικά τη µορφή των κύκλων υστέρησης και την υστερητική ενέργεια. Στη 
βιβλιογραφία έχουν προταθεί, για διάφορες µορφές κόµβων, υστερητικά προσοµοιώµατα 
γραµµικής µορφής [1-4], µε βάση την εξίσωση Ramberg-Osgood [5], µε βάση την 



 

εξίσωση Richard-Abott [6], µε βάση το προσοµοίωµα Bouc-Wen [7,8] καθώς και µορφής 
εκπαιδευµένου νευρωνικού δικτύου [9]. Η αποτελεσµατικότητα των αναλυτικών 
υστερητικών προσοµοιωµάτων εξαρτάται αφενός από τη διατύπωση τους, κατά πόσο είναι 
δηλαδή κατάλληλη να προσεγγίσει τη µορφή των κύκλων υστέρησης µε χειροτέρευση της 
δυσκαµψίας και αντοχής ή την εµφάνιση pinching, και αφετέρου από τη µεθοδολογία 
προσδιορισµού των παραµέτρων τους. Αυτή µπορεί να βασίζεται σε θεωρητικό υπόβαθρο, 
χρησιµοποιώντας τα χαρακτηριστικά των κόµβων, όπως για παράδειγµα µε χρήση 
µηχανικών προσοµοιωµάτων [2,4] ή µε κάποια µεθοδολογία βελτιστοποίησης ώστε να 
ελαχιστοποιείται η απόκλιση από πειραµατικά αποτελέσµατα. Η πρώτη περίπτωση έχει 
πρακτική αξία καθώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί κατά το σχεδιασµό, όπου συνήθως δεν 
υπάρχουν πειραµατικά δεδοµένα, ενώ η δεύτερη τυγχάνει εφαρµογής σε παραµετρικές 
αναλύσεις, που µπορούν να οδηγήσουν στη διατύπωση εµπειρικών σχέσεων υπολογισµού.  
 
3. ΑΝΑΛΥΤΙΚΟ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΑ ΑΝΑΚΥΚΛΙΖΟΜΕΝΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ Μ-φ 
 
Για την αναλυτική περιγραφή της καµπύλης M-φ, υπό ανακυκλιζόµενη φόρτιση του 
κόµβου επιλέγεται καταρχήν µια απλοποιηµένη, διγραµµικής µορφής προσέγγιση, όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 1α. Οι κύκλοι υστέρησης, µπορούν να περιγραφούν µε τους 
ακόλουθους όρους: 
 
� Οι κλάδοι αποφόρτισης και επαναφόρτισης είναι γραµµικοί µε δυσκαµψία elS  

� Η ροπή πλαστικοποίησης κάθε κλάδου αποφόρτισης η επαναφόρτισης κείται επί 
ευθείας, δυσκαµψίας plS , που διέρχεται από τα σηµεία στροφής, ροπής 
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Σχ. 1: Αναλυτικό προσοµοίωµα ανακυκλιζόµενης καµπύλης M-φ (α) και νόµος 
χειροτέρευσης χαρακτηριστικών παραµέτρων (β) 

 
Η απλοποιηµένη µορφή της αναλυτικής καµπύλης Μ-φ, που περιγράφηκε προηγούµενα, 
δεν µπορεί να ανταποκριθεί σε περιπτώσεις, όπου εµφανίζεται χειροτέρευση των 
χαρακτηριστικών αντοχής και δυσκαµψίας σε κάθε νέο κύκλο υστέρησης. Ωστόσο, από 
πολυάριθµες πειραµατικές δοκιµές [1,5] έχει αποδειχθεί πως τόσο η δυσκαµψία όσο και η 
ροπή αντοχής χειροτερεύουν σταδιακά µε την εξέλιξη της φόρτισης. Η µορφή δηλαδή 
κάθε νέου κύκλου υστέρησης εξαρτάται από την προϋπάρχουσα ιστορία φόρτισης και 
ειδικότερα από τα µέγιστα µεγέθη ροπής και στροφής που προϋπήρξαν, καθώς και από τον 
αριθµό κύκλων φόρτισης. Για την προσοµοίωση του συγκεκριµένου φαινοµένου, 



 

επιλέγεται στο παρόν άρθρο, η συσχέτιση, σε κάθε στιγµή της ιστορίας φόρτισης, των 
χαρακτηριστικών µεγεθών elS , plS  και yM , µε το µέγιστο µέγεθος ροπής maxM  που έχει 

προϋπάρξει. Η συσχέτιση πραγµατοποιείται µε τη φθίνουσα, γραµµικοποιηµένη 
συνάρτηση του Σχήµατος 1β. Συµβολίζοντας µε P το κάθε εξαρτηµένο από την maxM  

χαρακτηριστικό µέγεθος ( elS , plS , yM ), και αν iniP  η αρχική του τιµή, η διατύπωση της 

συνάρτησης χειροτέρευσης είναι η εξής: 
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όπου b και 1M  εµπειρικές παράµετροι προς προσδιορισµό.  
 
Η διαδικασία υπολογισµού της καµπύλης M-φ, µε χειροτέρευση των παραµέτρων, 
υλοποιήθηκε σε πρόγραµµα υπολογιστή. Στο Σχήµα 2 παρουσιάζεται το σχετικό 
διάγραµµα ροής. Ο προγραµµατισµός είναι ιδιαίτερα απλός και χαµηλού υπολογιστικού 
κόστους καθώς υπεισέρχονται µόνο γραµµικές σχέσεις. 
 

 
Σχ. 2: ∆ιάγραµµα ροής υπολογισµού καµπύλης M-φ υπό ανακυκλιζόµενη φόρτιση και µε 

χειροτέρευση των παραµέτρων 
  
 
4. ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΓΕΝΕΤΙΚΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ 
 
Προκειµένου να είναι δυνατή η εφαρµογή του αναλυτικού προσοµοιώµατος σε 
πραγµατικούς κόµβους δοκού-υποστυλώµατος απαιτείται αφενός η εκτίµηση των αρχικών 
τιµών των φυσικής σηµασίας παραµέτρων { inielS , , iniplS , , iniyM , } και αφετέρου ενός 

ζεύγους εµπειρικών παραµέτρων χειροτέρευσης για κάθε µία από αυτές. ∆ηλαδή, επιπλέον 
έξι παράµετροι, ήτοι:  
 
� παράµετροι χειροτέρευσης δυσκαµψίας elS : { SelM ,1 , Selb }  

� παράµετροι χειροτέρευσης δυσκαµψίας plS : { SplM ,1 , Splb }  

� παράµετροι χειροτέρευσης ροπής yM { MyM ,1 , Myb } 

 
Συνολικά εποµένως, απαιτείται ο προσδιορισµός εννέα παραµέτρων. Για λόγους 
ευστάθειας του αλγόριθµου επιλέχθηκε η αρχική ελαστική δυσκαµψία inielS ,  να µη 



 

συµµετέχει στη βελτιστοποίηση αλλά να εκτιµάται απευθείας από την αρχική κλίση των 
πειραµατικών καµπυλών. Έτσι αποµένουν οκτώ παράµετροι προς εκτίµηση.  
 
Η µέθοδος των γενετικών αλγόριθµων, βρίσκει εφαρµογή σε ποικίλα προβλήµατα 
βελτιστοποίησης κατασκευών, αντιγράφοντας τις διαδικασίες επιβίωσης του ικανότερου 
που παρατηρούνται στη φύση. Στην περιοχή των κόµβων, η µέθοδος έχει εφαρµοσθεί για 
την εκτίµηση υστερητικής καµπύλης Bouc-Wen [8] και της πλαστικής δυσκαµψίας υπό 
µονοτονική φόρτιση [10]. Η προσαρµογή της, για τις ανάγκες του προβλήµατος 
βελτιστοποίησης στο παρόν άρθρο, υλοποιήθηκε από τον πρώτο συγγραφέα και 
παρουσιάζεται συνοπτικά στη συνέχεια.  
 
Για την υλοποίηση της εξελικτικής γενετικής διαδικασίας σε υπολογιστή απαιτείται 
καταρχήν η κωδικοποίηση των υπό βελτιστοποίηση παραµέτρων σε ένα χρωµόσωµα. 
Κάθε χρωµόσωµα αποτελεί µία πιθανή λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Ο τρόπος 
κωδικοποίησης των παραµέτρων σε χρωµόσωµα µπορεί να γίνει µε ποικίλους τρόπους και 
µορφές, αποτελώντας µια καθαρά υποκειµενική και εν πολλοίς οδηγούµενη από το 
πρόβληµα πρακτική. Στην παρούσα περίπτωση, επειδή οι υπό βελτιστοποίηση παράµετροι 
είναι συνεχείς, πραγµατικές µεταβλητές και για λόγους ταχύτητας των υπολογισµών 
επιλέχθηκε η κωδικοποίηση να υλοποιηθεί µε τη µορφή διανύσµατος 8 µεταβλητών διπλής 
ακρίβειας. Κάθε στοιχείο του διανύσµατος (γονίδιο) αντιστοιχεί σε µία παράµετρο του 
προβλήµατος. Για την σύγκριση της ικανότητας ενός χρωµοσώµατος σε σχέση µε ένα 
διαφορετικό στην επίτευξη του αντικειµενικού στόχου, απαιτείται ο καθορισµός µιας 
αντικειµενικής συνάρτησης, η οποία έχοντας ως δεδοµένο το χρωµόσωµα παράγει ως 
αποτέλεσµα µία βαθµονοµηµένη τιµή της ικανότητας του. Επιλέχθηκε ως αντικειµενική 
συνάρτηση το άθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων µεταξύ των σηµείων των δύο 
καµπυλών και στόχος είναι η εύρεση του χρωµοσώµατος που την ελαχιστοποιεί. Επειδή 
όπως παρουσιάστηκε προηγούµενα στο Σχήµα 2, η διαδικασία υπολογισµού της 
αναλυτικής καµπύλης γίνεται υπολογίζοντας σε κάθε βήµα τη στροφή iϕ , για δεδοµένη 

ροπή iM , η  αντικειµενική συνάρτηση Z  µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 
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όπου expi,ϕ  η πειραµατική στροφή, στο βήµα φόρτισης i , modeli,ϕ  η αντίστοιχη στροφή του 

αναλυτικού προσοµοιώµατος και n  ο αριθµός των βηµάτων φόρτισης που λαµβάνεται 
ίσος µε τον αριθµό των σηµείων διακριτοποίησης της πειραµατικής καµπύλης.  
 
Για τον προγραµµατισµό του αλγόριθµου αξιοποιήθηκε ο ανοιχτός κώδικας GAlib [11] σε 
γλώσσα C++. Ο πληθυσµός των χρωµοσωµάτων ορίστηκε σε 50 άτοµα και επιλέχθηκε να 
είναι στάσιµος µεταξύ δύο διαδοχικών γενεών, αποµακρύνοντας όµως σε ποσοστό 70% τα 
λιγότερο ικανά άτοµα. Τα άτοµα αυτά αναπληρώνονται από νέα που προέρχονται από 
διασταύρωση (70% πιθανότητα) και µετάλλαξη (1% πιθανότητα). Το εύρος τιµών των 
γονιδίων φράζεται, ώστε να αποκλείονται µη ρεαλιστικές τιµές των παραµέτρων. 
Συγκεκριµένα, εφαρµόζονται τα κάτωθι πεδία ορισµού: 
 

inielinipliniel SSS ,,, 3.0001.0 ≤≤  uSplu MMM ≤≤ ,13.0  

uiniyu MMM ≤≤ ,3.0  0,00,5 ,1 ≤≤− Splb  

uSelu MMM ≤≤ ,13.0  uMyu MMM ≤≤ ,13.0  

0,00,5 ,1 ≤≤− Selb  0,00,5 ,1 ≤≤− Myb  



 

5. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ   
 
Για την αξιολόγηση του προτεινόµενου αναλυτικού προσοµοιώµατος και της 
µεθοδολογίας βελτιστοποίησης του, έναντι πειραµατικών αποτελεσµάτων, επιλέχθηκαν 6 
δοκιµές κόµβων µεταφοράς ροπής, δοκού-υποστυλώµατος, υπό ανακυκλιζόµενη φόρτιση, 
από τη βιβλιογραφία. Πρόκειται για 4 δοκιµές των Abolmaali et al. 2009 [5] (σχήµατα 3α 
ως 3δ) και 2 δοκιµές από τους Bernuzzi et al. 1996  [1] (σχήµατα 3ε, 3στ). Οι πειραµατικές 
καµπύλες προέκυψαν από ψηφιοποίηση µέσω κατάλληλου λογισµικού των διαθέσιµων 
δηµοσιευµένων διαγραµµάτων Μ-φ. Λόγω της πεπερασµένης ανάλυσης, ένα σφάλµα 
ψηφιοποίησης είναι αναµενόµενο, ιδιαίτερα για µικρές τιµές της στροφής φ, όπου υπάρχει 
µεγάλη επικάλυψη των κύκλων υστέρησης.  
 
Στο Σχήµα 3 παρουσιάζονται συγκριτικά οι καµπύλες Μ-φ των πειραµατικών δοκιµών και 
του προτεινόµενου αναλυτικού προσοµοιώµατος. Οι καµπύλες, για λόγους γενίκευσης, 
έχουν αδιαστατοποιηθεί ως προς uM  και uϕ , που είναι η µέγιστη ροπή και στροφή 

αντίστοιχα, κάθε πειραµατικής δοκιµής. Η σύγκλιση είναι ιδιαίτερα ικανοποιητική, ειδικά 
αν ληφθεί υπόψη η απλότητα της αναλυτικής διατύπωσης. Επιπλέον διερεύνησης αξίζει η 
αντιµετώπιση του φαινοµένου pinching (ζούληγµα) που εµφανίζεται σε αρκετές 
πειραµατικές καµπύλες και µε την διαγραµµική διατύπωση δεν µπορεί να προσεγγισθεί, 
καθώς και η εξάρτηση της χειροτέρευσης των κύκλων υστέρησης, εκτός από την µέγιστη 
ροπή maxM , και από τον αριθµό των κύκλων υστέρησης (εµφανές στο σχήµα 3ε). Στον 

Πίνακα 1, παρατίθενται οι τιµές της συνολικής υστερητικής ενέργειας που υπολογίστηκαν 
για κάθε καµπύλη Μ-φ. Οι τιµές αφορούν τις αδιαστατοποιηµένες καµπύλες. Η σύγκλιση 
πειραµατικών και αναλυτικών τιµών αποδεικνύεται πολύ ικανοποιητική, µε µέση τιµή 
σφάλµατος 2,2% και τυπική απόκλιση 14%. 
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Σχ. 3: Σύγκριση πειραµατικών και προτεινόµενων αναλυτικών καµπύλων ϕ−M   
 



 

 TS-6-6-3/4-
7/8-4.5-4-16 

TS-6-4-3/4-
5/8-2.5-5-14 

FEP-8-18-1/2-
1-1-8-3.5-3.5 

FEP-8-18-1/2-
1-17-8-3.5-3.5 

FPC/B FPC/D 

Πειραµατικές 
δοκιµές  

7,16 3,93 2,97 1,30 11,06 5,88 

Αναλυτικό 
προσοµοίωµα 

7,30 4,26 3,63 1,01 11.41 5.87 

 Πίν. 1. Συνολικές υστερητικές ενέργειες για τις υπό εξέταση δοκιµές 
 
 
6. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕ ΜΗΧΑΝΙΚΟ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΑ  
 
Στη παράγραφο αυτή θα επιχειρηθεί η εκτίµηση των φυσικής σηµασίας παραµέτρων του 
αναλυτικού προσοµοιώµατος θεωρητικά, µε βάση δηλαδή τα γεωµετρικά και µηχανικά 
χαρακτηριστικά των κόµβων, χρησιµοποιώντας το µηχανικό προσοµοίωµα που 
αναπτύχθηκε από τους συγγραφείς [12], για την προσοµοίωση της µονοτονικής καµπύλης 
Μ-φ κόµβων µε µετωπική πλάκα και µε γωνιακά. Το µηχανικό προσοµοίωµα χρησιµοποιεί 
τη συνδεσµολογία συστατικών µερών του Ευρωκώδικα 3 [13], ωστόσο το κύριο γνώρισµα 
του είναι η προσοµοίωση των συστατικών της εφελκυόµενης ζώνης µέσω ενός 
επαυξητικού προσοµοιώµατος βραχέος ταυ, µε το οποίο λαµβάνεται υπόψη τόσο η µη 
γραµµικότητα υλικού όσο και τα φαινόµενα επαφής. Ο υπολογισµός έγινε για τις δύο 
δοκιµές των Bernuzzi et al. [1], για τις οποίες είναι διαθέσιµες οι ιδιότητες των υλικών. Οι 
δύο δοκιµές διαφέρουν µόνο ως προς την ιστορία φόρτισης.  
 
Στο Σχήµα 4, παρουσιάζονται οι µονοτονικές καµπύλες Μ-φ που υπολογίζονται µε το 
µηχανικό προσοµοίωµα, µε τον Ευρωκώδικα 3 [13], καθώς και η περιβάλλουσα των 
κύκλων υστέρησης. Είναι εµφανές ότι υπάρχει µια σηµαντική απόκλιση των καµπυλών 
του µηχανικού προσοµοιώµατος και του Ευρωκώδικα 3 [13], που βασίζονται σε παραδοχές 
µονοτονικής φόρτισης, από την περιβάλλουσα των κύκλων υστέρησης, σε ότι αφορά τη 
ροπή διαρροής yM . Αντίθετα, για την ελαστική δυσκαµψία elS  και λιγότερο για την 

δυσκαµψία του πλαστικού κλάδου plS , η εκτίµηση του µηχανικού προσοµοιώµατος είναι 

ικανοποιητική. Κρίνεται πάντως, πως δεν προσφέρεται η χρησιµοποίηση παραδοχών 
µονοτονικής φόρτισης για την εκτίµηση της απόκρισης κόµβων υπό ανακυκλιζόµενη και 
εποµένως, για τον σκοπό αυτό, είναι αναγκαία η ανάπτυξη αντίστοιχων µεθοδολογιών µε 
τις οποίες να λαµβάνεται υπόψη η επίδραση της ιστορίας φόρτισης.   
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Sel (KN/mrad) 24.1 23.6

Spl (KN/mrad) 0.29 0.18

My (KN) 45 58  

Σχ. 4: Σύγκριση πειραµατικών δοκιµών, µηχανικού προσοµοιώµατος και Ευρωκώδικα 3 
στην εκτίµηση της καµπύλης ϕ−M   

 
 
 
 



 

7. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Η εκτίµηση της καµπύλης Μ-φ κόµβων δοκού-υποστυλώµατος, υπό ανακυκλιζόµενη 
φόρτιση, µε το απλό αναλυτικό προσοµοίωµα που προτείνεται στο παρόν άρθρο 
αποδεικνύεται ιδιαίτερα αποτελεσµατική. Το σχήµα των κύκλων υστέρησης καθώς και η 
συνολική υστερητική ενέργεια µπορούν να προσεγγισθούν πολύ ικανοποιητικά, εφόσον οι 
χαρακτηριστικοί παράµετροι του προσοµοιώµατος έχουν επιλεγεί κατάλληλα. Αυτό µπορεί 
να επιτευχθεί είτε µε εφαρµογή του γενετικού αλγόριθµου βελτιστοποίησης, ο οποίος 
εξασφαλίζει αποτελεσµατικά τη σύγκλιση µε πειραµατικές δοκιµές, ή µε θεωρητικές 
µεθοδολογίες, οι οποίες εκτός από τα γεωµετρικά και µηχανικά µεγέθη του κόµβου, πρέπει 
να λαµβάνουν υπόψη και τη µορφή της ιστορίας φόρτισης.  
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SUMMARY 
 

In this paper an analytical model is presented for the estimation of the cyclic response of 
beam-to-column joints. A simple mathematical representation of the cyclic Μ-φ curve is 
adopted, which is shaped by a set of physical parameters as well as empirical control 
parameters, for the simulation of strength and stiffness deterioration. For the estimation of 
the parameters, a genetic algorithm optimization approach is presented, aiming at the 
minimization of the distance from experimental moment-rotation curves, found in the 
literature. The proposed procedure is implemented on six experimental tests, achieving 
very good results. In addition, an estimation of the model parameters through a mechanical 
model is presented. 
 
 


