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1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
Η διαµόρφωση της τοπολογίας των δικτυωµάτων, η θέση των κόµβων καθώς επίσης και η 
διατοµή των ράβδων, είναι κρίσιµη για την ασφάλεια και την οικονοµικότητα της 
κατασκευής. Συνήθως, πέρα από την αρχική επιλογή τοπολογίας δεν γίνεται συστηµατική 
προσπάθεια µείωσης κόστους. Σε αυτή την εργασία η θέση των κόµβων και οι διατοµές 
των ράβδων θεωρούνται µεταβλητές. Οι βέλτιστες τιµές των µεταβλητών για την 
ελαχιστοποίηση του κόστους/βάρους προσδιορίζονται αυτόµατα µε τη στοχαστική 
αριθµητική µέθοδο προσοµοίωσης ανόπτησης (ΜΠΑ). Η µέθοδος µπορεί να 
βελτιστοποιήσει προβλήµατα µεγάλης κλίµακας, µε αυθαίρετους περιορισµούς, στα οποία 
το απόλυτο ελάχιστο µπορεί να κρύβεται ανάµεσα σε πολλά τοπικά ακρότατα. Η 
βελτιστοποίηση του δικτυώµατος γίνεται ταυτόχρονα για όλες τις µεταβλητές και για 
όλους τους συνδυασµούς φόρτισης που, όπως προκύπτει, επιδρούν αποφασιστικά στη 
βέλτιστη µορφολογία.  Η µέθοδος εφαρµόζεται σε διδιάστατα δικτυώµατα και δίνει 
ενθαρρυντικά αποτελέσµατα για περαιτέρω έρευνα. 
 
 
2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η διαµόρφωση της τοπολογίας των δικτυωµάτων, η θέση των κόµβων καθώς επίσης και η 
διατοµή των ράβδων, είναι κρίσιµη για την ασφάλεια και την οικονοµικότητα της 
κατασκευής. Παραδοσιακά ο µηχανικός, βασιζόµενος στην εµπειρία του, επιλέγει τη 
µορφολογία του δικτυώµατος, δηλαδή την συνδεσµολογία και τις διαστάσεις του. 
∆ίνοντας κάποιες αρχικές διατοµές στις ράβδους, µπορεί να γίνει η στατική επίλυση του 
δικτυώµατος και να προκύψουν οι τελικές διατοµές των ράβδων. Η παραδοσιακή 
µεθοδολογία, παρόλο που είναι ανεκτίµητη για την ασφάλεια της κατασκευής έναντι των 
φορτίων και ιδιαίτερα για τη σεισµική φόρτιση, δεν δίνει το χαµηλότερο δυνατό κόστος, 
πράγµα που τα τελευταία χρόνια έχει γίνει επιτακτική ανάγκη για την Ελλάδα αλλά και 
παγκοσµίως. 
 
Με την υπολογιστική ισχύ των σηµερινών ηλεκτρονικών υπολογιστών (Η/Υ) είναι δυνατό, 
µέσω πολλαπλών στατικών επιλύσεων, να γίνει η βέλτιστη επιλογή των διατοµών των 
ράβδων και της θέσης των κόµβων του δικτυώµατος. Η βέλτιστη επιλογή οδηγεί σε 



ελάχιστο βάρος του δικτυώµατος και συνεπώς στο ελάχιστο κόστος του, όχι όµως εις 
βάρος της ασφάλειας. Η εύρεση της βέλτιστης θέσης των κόµβων είναι ισχυρά µη 
γραµµικό πρόβληµα το οποίο επιλύεται µε αριθµητικές µεθόδους. Στην παρούσα εργασία 
εξετάζονται διδιάστατα δικτυώµατα που καταπονούνται από ωφέλιµα και σεισµικά φορτία. 
Η βέλτιστη επιλογή των διατοµών και των θέσεων των κόµβων υπολογίζεται µε τη 
στοχαστική µέθοδο προσοµοίωσης ανόπτησης (ΜΠΑ) [1]. Άλλες µέθοδοι όπως οι 
γενετικοί και εξελικτικοί αλγόριθµοι έχουν χρησιµοποιηθεί σε κατασκευές [2]. Ο [3] έκανε 
σύγκριση γενετικών αλγορίθµων και της ΜΠΑ και κατέληξε ότι οι γενετικοί αλγόριθµοι 
είναι πιο γρήγοροι αλλά η ΜΠΑ δίνει καλύτερα αποτελέσµατα. Ο [4] πρότεινε µια 
πολύπλοκη µεθοδολογία που βασίζεται στην ΜΠΑ. Σε αντίθεση, στην παρούσα εργασία 
δείχνεται ότι η βασική ΜΠΑ, µε κατάλληλες (και απλές) µεταβολές διάταξης, µπορεί να 
οδηγήσει σε βελτιστοποίηση. Επίσης δείχνεται ότι τα σεισµικά φορτία παίζουν 
αποφασιστικό ρόλο στη βέλτιστη θέση των κόµβων, και είναι απαραίτητο να ληφθούν 
υπόψη µε εναλλασσόµενο πρόσηµο προκειµένου να οδηγήσουν σε ρεαλιστική τοπολογία 
του δικτυώµατος. Η µέθοδος εφαρµόζεται σε διδιάστατα δικτυώµατα και δίνει 
ενθαρρυντικά αποτελέσµατα για περαιτέρω έρευνα. 
 
 
3. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΜΕΝΗΣ ΑΝΟΠΤΗΣΗΣ 
 
Ο αλγόριθµος της ΜΠΑ (Simulated Annealing Algorithm) είναι ένας γενικός στοχαστικός 
αλγόριθµος βελτιστοποίησης. Ο αλγόριθµος αναπτύχθηκε από τους [1]. Ο αλγόριθµος της 
ΜΠΑ είναι κατάλληλος για προβλήµατα βελτιστοποίησης µεγάλης κλίµακας, ειδικά σε 
περιπτώσεις όπου µία επιθυµητή ακραία τιµή είναι κρυµµένη µεταξύ άλλων ακραίων 
τοπικών τιµών. Το όνοµα καθώς και η ιδέα δηµιουργίας του αλγορίθµου της ΜΠΑ 
προέρχονται από τη διαδικασία της ανόπτησης, µιας τεχνικής που αφορά στην θέρµανση 
και την ελεγχόµενη ψύξη ενός υλικού. Με την θέρµανση προκαλείται η µετακίνηση των 
ατόµων του υλικού από την αρχική τους θέση (θέση ελάχιστης εσωτερικής ενέργειας) σε 
θέσεις υψηλότερης ενέργειας, ως αποτέλεσµα της τυχαίας περιφοράς τους λόγω της 
θέρµανσης. Στη συνέχεια µε αργή ψύξη του υλικού δίνονται στα άτοµα πολλές ευκαιρίες 
να µετακινηθούν και να  καταλήξουν σε διατάξεις µε την ελάχιστη εσωτερική ενέργεια. 
Βασική έννοια του αλγορίθµου της ΜΠΑ είναι η ενέργεια που έχει (ή ποινή που 
επιβάλλεται σε) µία δυνατή διάταξη του συστήµατος προς βελτιστοποίηση. Η ενέργεια 
εκφράζει πόσο διαφέρει η διάταξη από τη βέλτιστη. Όσο µεγαλύτερη η διαφορά τόσο 
µεγαλύτερη και η ενέργεια. Ο αλγόριθµος ξεκινά από µία αρχική µορφολογία του 
δικτυώµατος. Στη συνέχεια δοκιµάζει τυχαίες µεταβολές στην αρχική µορφολογία όπως 
µετακίνηση ενός κόµβου η µεταβολή µίας διατοµής. Αν µία µεταβολή µειώνει την ενέργεια 
(θετική µεταβολή), γίνεται δεκτή. Αν όµως η µεταβολή αυξάνει την ενέργεια (αρνητική 
µεταβολή), η µεταβολή µπορεί πάλι να γίνει δεκτή µε πιθανότητα που υπολογίζεται από 
[5]: 
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όπου t1 είναι η ενέργεια πριν τη µεταβολή, t2 η ενέργεια µετά τη µεταβολή και T είναι η 
θερµοκρασία του συστήµατος η οποία εκφράζει την ενεργητικότητα του συστήµατος (όσο 
µεγαλύτερη είναι η θερµοκρασία τόσο περισσότερες αρνητικές µεταβολές γίνονται 
δεκτές). Η ανορθόδοξη αυτή τακτική επιτρέπει στη µέθοδο να αποφύγει τον εγκλωβισµό 
σε τοπικά ελάχιστα [6]. Η θερµοκρασία µειώνεται σταδιακά και όλη η διαδικασία 
επαναλαµβάνεται για κάθε θερµοκρασία. Μικρότερη θερµοκρασία σηµαίνει λιγότερες 
αποδεκτές αρνητικές µεταβολές. Έτσι, όταν οι µεταβολές µηδενιστούν τότε έχει βρεθεί η 
βέλτιστη λύση. 
 



4. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
 
4.1 ∆ικτύωµα 
 
Το δικτύωµα προς βελτιστοποίηση αποτελείται από δύο σειρές κόµβων που συνδέονται µε 
ράβδους (Σχ. 1). Στην παρούσα εργασία βελτιστοποιούνται οι συντεταγµένες yj των 
κόµβων του δικτυώµατος που βρίσκονται στην άνω σειρά, και επίσης οι διατοµές των 
ράβδων. Οι συντεταγµένες yj και οι διατοµές αποτελούν της µεταβλητές του προβλήµατος 
και το πλήθος τους είναι η διάσταση Nd του προβλήµατος. Ένα σύνολο από συγκεκριµένες 
τιµές για τις µεταβλητές αποτελούν µία διάταξη του προβλήµατος. 
 

 
 

Σχ. 1.  ∆ικτύωµα προς βελτιστοποίηση. 
 

Οι συντεταγµένες x των κόµβων της άνω σειράς και οι συντεταγµένες x, y των κόµβων της 
κάτω σειράς, καθώς επίσης και η συνδεσµολογία των ράβδων µπορούν να είναι 
οποιεσδήποτε. Οµοίως, οι στηρίξεις µπορεί να είναι αρθρώσεις ή κυλήσεις και µπορεί να 
είναι οπουδήποτε. Οι διατοµές των ράβδων είναι τετραγωνικές µε διαστάσεις που 
κυµαίνονται από 30mm έως 160mm µε βήµα 10mm, για λόγους ευκολίας. Οι 
συντεταγµένες yj των κόµβων της άνω σειράς χρησιµοποιούνται ως αρχική µορφολογία 
στη µέθοδο εξοµοίωσης ανόπτησης, και για λόγους ευστάθειας της µεθόδου υπόκεινται 
στον περιορισµό  ymin ≤ yj ≤ ymax. Τα όρια είναι αυθαίρετα. 
 
4.2 Φορτία 
 
Το δικτύωµα φορτίζεται µε το ίδιο βάρος των ράβδων, που θεωρείται οι ασκείται στους 
κόµβους των ράβδων, και µε το ωφέλιµο φορτίο δύο φορτηγών αυτοκινήτων βάρους 60t 
και 30t αντίστοιχα. Το δικτύωµα επίσης φορτίζεται µε ισοδύναµο οριζόντιο σεισµικό 
φορτίο που λαµβάνεται ως ποσοστό της συνισταµένης των κατακόρυφων φορτίων. Το 
σεισµικό φορτίο και το ωφέλιµο φορτίο µοιράζεται οµοιόµορφα στους κόµβους της άνω 
σειράς του δικτυώµατος. 
 
4.3 ∆ιαστασιολόγηση διατοµών 
 
Η διαστασιολόγηση των διατοµών γίνονται µε τον Ευρωκώδικα 3. Το υλικό των ράβδων 
είναι EN10025 S355. Σε περίπτωση εφελκυσµού, σε κάθε ράβδο πρέπει να ισχύει: 
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όπου N η αξονική δύναµη που καταπονεί τη ράβδο, A το εµβαδό διατοµής της ράβδου, 
fy=355 MPa  η αντοχή του χάλυβα και γM0=1 συντελεστής ασφαλείας. Σε θλίψη πρέπει να 
ληφθεί υπόψη και ο λυγισµός: 

1M

y
Rd,b

Af
NN

γ
χ=≤           (3) 

όπου 



1
ff

1
22
≤

λ−+
=χ    ,   ( ) ]2,01[5,0f 2

λ+−λα+=    ,   
1λ

λ
=λ    ,    

i

l cr
=λ    ,   

A

I
i min
=  ,   

y
1 f

E
π=λ  

και α=0,49 για κατηγορία λυγηρότητας C, Ε=210GPa το µέτρο ελαστικότητας του χάλυβα, 
lcr το κρίσιµο µήκος λυγισµού της ράβδου και γM1=1,1 συντελεστής ασφαλείας για 
γέφυρες. 
 
4.4 Βελτιστοποίηση και φορτία 
 
Η βελτιστοποίηση της µορφολογίας, που στην παρούσα εργασία αντιπροσωπεύεται από τις 
συντεταγµένες yj των κόµβων της άνω σειράς, γίνεται µε την ΜΠΑ. Το είδος των φορτίων 
επηρεάζει τη βέλτιστη µορφολογία του δικτυώµατος, ιδιαίτερα αν το δικτύωµα δεν είναι 
συµµετρικό (Σχ. 1). Προκειµένου να βρεθεί η επίδραση των φορτίων στη µορφολογία του 
δικτυώµατος γίνονται δοκιµές µε κατακόρυφα φορτία (ίδιο βάρος και ωφέλιµα), µε 
κατακόρυφα και θετικά σεισµικά φορτία, µε κατακόρυφα και αρνητικά σεισµικά φορτία, 
και µε κατακόρυφα, θετικά και αρνητικά σεισµικά φορτία. 
 
 
5. ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΕΞΟΜΟΙΩΣΗΣ ΑΝΟΠΤΗΣΗΣ 
 
5.1 Είδη µεταβολών διάταξης 
 
Η βελτιστοποίηση επιτυγχάνεται µέσω δυνατών µεταβολών που µπορούν να γίνουν στη 
διάταξη του προβλήµατος. Οι δυνατές µεταβολές είναι: 
i. Συντεταγµένη yj ενός κόµβου j. Επιλέγεται τυχαία ένας από τους κόµβους j της άνω 
σειράς του δικτυώµατος. Στη συντεταγµένη yj του κόµβου προστίθεται ένας τυχαίος 
αριθµός ∆y. Για αποφυγή αστάθειας τίθενται όρια στη µεταβολή  -1m ≤  ∆y ≤ 1m. Επίσης 
για τη συντεταγµένη yj ισχύει ο περιορισµός ymin ≤ yj ≤ ymax όπου  ymin=1m και ymax=20m. 
ii.  ∆ιατοµή µίας ράβδου. Επιλέγεται τυχαία µία από τις ράβδους i του δικτυώµατος. Οι 
διαστάσεις της τετραγωνικής διατοµής αυξάνονται ή µειώνονται κατά 10mm, υπό την 
προϋπόθεση ότι δεν γίνονται µικρότερες από 30mm και µεγαλύτερες από 160mm.  
Η επιλογή για το είδος της µεταβολής που πρόκειται να γίνει, γίνεται πάλι τυχαία. 
 
5.2 Υπολογισµός ενέργειας (ποινής) t 
 
Η ενέργεια t µίας διάταξης του δικτυώµατος είναι το µέτρο του πόσο πολύ διαφέρει η 
διάταξη από τη βέλτιστη διάταξη. Η ενέργεια t µπορεί να θεωρηθεί και ως η ποινή που 
επιβάλλεται σε µία διάταξη διότι δεν είναι η βέλτιστη. Ως ενέργεια που οφείλεται στη 
µορφολογία (συντεταγµένες yj των κόµβων της άνω σειράς) ορίζεται το βάρος του 
δικτυώµατος. 
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όπου bi είναι η πλευρά της τετραγωνικής διατοµής της ράβδου i, Li είναι το µήκος της και 
gSt=77kN/m3 είναι το ειδικό βάρος του χάλυβα. Καθώς η ΜΠΑ ελαχιστοποιεί την ενέργεια 
t, ελαχιστοποιεί και το βάρος του δικτυώµατος. Επίσης ελαχιστοποιεί και τις διατοµές 
αφού µικρότερες διατοµές οδηγούν σε µικρότερο βάρος. Βέβαια η διατοµή πρέπει να είναι 
αρκετά µεγάλη έτσι ώστε να µπορεί να φέρει το αξονικό φορτίο της ράβδου N, δηλαδή 
πρέπει να ικανοποιούνται οι εξ. (2) και (3). Έτσι για να εξασφαλιστεί ότι η διατοµή πρέπει 



να µπορεί να φέρει το αξονικό φορτίο N, αν N>NRd πρέπει η ενέργεια της διάταξης να 
αυξηθεί σηµαντικά, και η αύξηση πρέπει να είναι ανάλογη µε το πόσο πολύ παραβιάζεται 
η εξ. (2) ή (3). Ως σηµαντικό ποσό ενέργειας tB µπορεί να ληφθεί το βάρος του 
δικτυώµατος πριν τη βελτιστοποίηση. Ως µέτρο παραβίασης της εξ. (2) ή (3) για τη ράβδο 
i ορίζεται: 
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Τότε το ποσό της ενέργειας λόγω των διατοµών ορίζεται ως: 
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Η ολική ενέργεια για µία διάταξη για ένα συνδυασµό φόρτισης (πχ για τα κατακόρυφα 
φορτία), είναι το άθροισµα της ενέργειας της µορφολογίας και των διατοµών: 
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Όταν η ΜΠΑ εφαρµόζεται για 2 η περισσότερους συνδυασµούς φορτίσεων, πρέπει να 
βελτιστοποιείται η διάταξη για όλους τους συνδυασµούς. Έτσι ως ολική ενέργεια τίθεται 
το άθροισµα των ενεργειών που προκύπτουν από την εξ. (4) όταν αυτή εφαρµόζεται για 
κάθε συνδυασµό φόρτισης.  
 
5.3 Θερµοκρασία T 
 
Η έννοια της θερµοκρασίας είναι ο ρυθµός µε τον οποίο επιτρέπονται µεταβολές που 
αυξάνουν την ενέργεια του συστήµατος (αρνητικές µεταβολές). Η αρχική θερµοκρασία Τ1 
πρέπει να είναι αρκετά µεγάλη, έτσι ώστε να επιτρέπονται πολλές µεταβολές που 
προκαλούν αύξηση της ενέργειας (η ποινής). Η θερµοκρασία µπορεί να βρεθεί επιλύοντας 
ως προς T τον τύπο του Metropolis, εξ. (1): 
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όπου Pr είναι αρκετά µεγάλη πιθανότητα (πχ Pr=90%=0.9) και η ∆t µπορεί να βρεθεί ως ο 
µέσος όρος των ∆t>0 που προκύπτουν από ένα σηµαντικό δοκιµαστικών µεταβολών που 
γίνονται πριν την εφαρµογή της ΜΠΑ. 
 
5.4 Βήµατα θερµοκρασίας 
Ο αλγόριθµος της ΜΠΑ παράγει ένα πλήθος NM δοκιµαστικές µεταβολές και αποδέχεται 
τις θετικές µεταβολές και τις αρνητικές µε πιθανότητα που δίνεται από την εξ. (1) µε βάση 
την αρχική θερµοκρασία Τ1. Στη συνέχεια η θερµοκρασία µειώνεται και η διαδικασία 
επαναλαµβάνεται. Το πλήθος των δοκιµών πρέπει να είναι αρκετά µεγάλο και εµπειρικά 
δίνεται από [6]: 
NM = 100Nd  
όπου Nd είναι η διάσταση του προβλήµατος, δηλαδή το πλήθος των κόµβων της άνω 
σειράς του δικτυώµατος (Σχ. 1) συν το πλήθος των ράβδων. Η µείωση της θερµοκρασίας 
σε κάθε βήµα δίνεται από: 
Ti = 0.7Ti-1 

 
 
6. ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Η προτεινόµενη µέθοδος υλοποιήθηκε σε C++ και για λόγους φιλικότητας προς τον 
χρήστη, ευελιξίας και αποτελεσµατικότητας ενσωµατώθηκε στο ελεύθερο λογισµικό 



ηλεκτρονικής σχεδίασης [7]. Η µέθοδος εφαρµόστηκε για την βελτιστοποίηση του µη 
συµµετρικού δικτυώµατος που φαίνεται στο Σχ. 1. Το δικτύωµα έχει 5 ανοίγµατα µήκους 
3m και αρχικό ύψος 2m. Έγιναν 4 δοκιµές, µε τα κατακόρυφα φορτία, µε τα κατακόρυφα 
φορτία και θετικά σεισµικά φορτία, µε τα κατακόρυφα φορτία και αρνητικά σεισµικά 
φορτία, και µε τα κατακόρυφα συνδυασµένα µε θετικά και αρνητικά σεισµικά φορτία (Σχ. 
2).  
 

 
 
Σχ. 2. Μορφολογία και καταπόνηση δικτυωµάτων (kN). Από πάνω προς τα κάτω δοκιµές µε 
φορτία: κατακόρυφα, κατακόρυφα και θετικά σεισµικά, κατακόρυφα και αρνητικά σεισµικά, 

κατακόρυφα και θετικά/αρνητικά 
 
Λόγω του στοχαστικού χαρακτήρα της ΜΠΑ έγιναν πολλαπλές εκτελέσεις του 
προγράµµατος για κάθε δοκιµή, και λήφθηκαν αυτές µε το λιγότερο βάρος. Το βάρος που 



προκύπτει από τη βελτιστοποίηση φαίνεται στον Πιν. 1 και συγκρίνεται µε το βάρος µε το 
αρχικό δικτύωµα του Σχ. 1. Στο ίδιο πίνακα φαίνεται το µέγιστο ύψος του δικτυώµατος σε 
κάθε δοκιµή. Από το Σχ. 2 και τον Πιν. 1 φαίνεται ότι το είδος των φορτίων επηρεάζει 
αποφασιστικά τη βέλτιστη µορφολογία των δικτυωµάτων. Η βελτιστοποίηση επιτυγχάνει 
περίπου 20% µείωση του βάρους. 
 

∆οκιµή (φορτία) Βάρος µη βελτιστ. 
µορφολογίας (kN) 

Βάρος βελτιστ. 
µορφολογίας (kN) 

Μέγιστο 
ύψος (m) 

Κατακόρυφα 16,34 12,68 2,87 

Κατ., θετικά σεισµικά  16,84 13,63 3,05 

Κατ., αρνητικά σεισµικά  16,41 12,65 3,57 

Κατ., θετ./αρν. σεισµικά 16,63 13,9 2,85 

 
Πίν. 1. Βάρος και µέγιστο ύψος δικτυωµάτων 

 
 
7. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Στην παρούσα εργασία παρουσιάστηκε µια µέθοδος βελτιστοποίησης µορφολογίας και 
διατοµών δικτυωµάτων. Η µέθοδος βασίζεται στον βασικό, χωρίς πολύπλοκες επεκτάσεις, 
αλγόριθµο προσοµοιωµένης ανόπτησης και δίνει ενθαρρυντικά αποτελέσµατα. Το είδος 
των φορτίων, και ειδικότερα τα σεισµικά φορτία µε εναλλασσόµενο πρόσηµο, επιδρούν 
αποφασιστικά στη βέλτιστη µορφολογία του δικτυώµατος, και συνεπώς πρέπει να 
λαµβάνονται υπόψη κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης ώστε να προκύψει 
ρεαλιστική τοπολογία. 
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SUMMARY 
 
The configuration of the topology of trusses, the position of the joints as well as the 
sections of the bars, is critical to the safety and the cost of the structure. Usually, apart from 
the choice of the initial topology, there is no systematic effort to reduce the cost. In this 
paper the position of joints and the sections of the bars are variables. The optimal values of 
the variables, in order to minimize the cost / weight, are determined automatically by the 
stochastic numerical method of simulated annealing (MSE). This method can optimize 
large-scale problems with arbitrary constraints in which the absolute minimum can be 
hidden among many local extrema. The optimization of the truss is made simultaneously 
for all the variables and all combinations of load, which, as it is shown, act decisively in 
the optimum morphology of the truss. The method is applied to two-dimensional trusses 
and gives promising results for further research. 
 


